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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ 


При подготовке настоящего издания «Размышлений 
о метафизике исчисления бесконечно малых» Л. Карно 
перевод был проверен заново, а вступительная статья 
подвергнута некоторой переработке. 

В тех пределах, которые естественно налагаются на 
вступительную статью, невозможно было осветить хоть 
сколько-нибудь полно все разнообразие и богатство 
методологических воззрений математиков ХУШ в. При 
вторичном подготовлении ее к печати я постарался 
несколько заполнить особенно чувствительные пробелы, 
по возможности не выходя за границы прежних разме- 
ров. Все же ряд важных и интересных вопросов при- 
шлось оставить в стороне. Так, я был вынужден отка- 
заться от разбора многогранных идей Лейбница, про- 
блем, связанных с применением бесконечных рядов, 
теории функций Лагранжа, не говоря уже об идеях уче- 
ных менее крупного калибра, как Робинс, Люилье и др. 
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К этим вопросам я надеюсь вернуться в специаль- 
ной работе. 

Я снабдил перевод небольшим числом примечаний, 
следующих непосредственно за текстом «Размышлений». 

Несколько слов о публикуемой работе „Карно. 
Впервые она была напечатана в 1796 г. Во втором 
издании 1797 г. Карно в предисловии писал: 

«Прошло уже несколько лет с тех пор, как автор этих 
размышлений изложил их в том виде, в каком он их пред- 
лагает ныне. Важные заботы, возложенные на него в на- 
стоящее время, не позволяют ему возвратиться к прежним 
мыслям. Но так как все предвещает новый расцвет мате- 
матических наук, то автор полагает, что было бы полезно 
опубликовать работу, в хоторой подробно и ясно исследована 
метафизика диференциального исчисления и сопоставлены 
те различные точки зрения, с которых рассматривали ее». 

В последующих изданиях объем книги значительно 
увеличился. Были написаны целые новые главы, го- 
раздо более подробно рассматривающие различные 
точки зрения на исчисление бесконечно малых, вклю- 
чены разделы о вариационном исчислении, о теории 
аналитических функций и т. д. Основные идеи и до- 
казательства, однако, никаких существенных измене- 
ний не претерпели. Русский перевод сделан с послед- 
него французского издания. 

Я позволил себе исправить целый ряд опечаток 
или описок в математических формулах, встречающихся, 
повидимому, во всех французских изданиях. 


А. Юшкевич 


ИДЕИ ОБОСНОВАНИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
АНАЛИЗА 
В ВОСЕМНАДЦАТОМ 
ВЕКЕ 
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ВСТУПИТЕЛЬНАЯ СТАТЬЯ 
А.П. ЮШКЕВИЧА 
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Математики ХУП в. передали в наследство своим после- 
дователям богатейшие открытия. В ту эпоху заложены были 
основы новой отрасли математики, разработка которой за- 
няла и до сих пор занимает умы многочисленных ученых. 
Начиная с Кеплера и Кавальери, впервые после перерыва 
в 1600 лет применивших в геометрии идеи бесконечного, 
продолжаясь работами Ферма, Декарта, Торичелли, Паскаля, 
Валлиса, Барроу и многих других, математические иссле- 
дования направляются по новому руслу. Первоначальное 
завершение неустанной деятельности этих пионерв беско- 
нечного было дано в конце ХУП в. Ньютоном и Лейбницем. 

Здесь нет неоЭходимости останавливаться на практических 
результатах, полученных в области математики этими гени- 
альными учеными. Достаточно напомнить, что они и их бли- 
жайшие ученики и товарищи — особенно братья Яков и Ио- 
ганн Бернулли — в той или иной форме выковывают понятия 
производной, диференциала и интеграла, вычисляют их для 
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простейших выражений и функций, дают разложения 
функций в ряды и применяют найденные ими алгорифмы 
к решению геометрических, механических, астрономических 
и оптических задач. Стоит, например, перелистать первый 
печатный курс диференциального исчисления, написанный 
Лопиталем и вышедший впервые в 1696 г., и вы найдете 
там диференциалы произведения, частного, степени и корня, 
определение касательных и нормалей, ряд интересных задач 
на максимумы иминимумы, изучение точек перегиба и возврата, 
огибающих, раскрытие неопределенностей и другие основные 
вещи, встречающиеся в первых главах современных учеб- 
ников, — хотя, с другой стороны, ряд элементарных разделов 
там отсутствует1. А в первой книге по интегральному ис- 
числению приводятся способы вычислёния разнообразных 
интегралов, квадратуры площадей, спрямление кривых ли- 
ний, простейшие дчференциальные уравнения, соприкасаю- 
щиеся круги, обвертки и ряд механических и оптических 
приложений 2. 

Новые методы применения идеи бесконечного сразу же 
получили широкое распространение. Ими, разумеется, не 
легко было овладеть, но тот, кто уже усвоил их, получал 


1 Апаузе 4ез Ча Ятеп ре роиг РимеШеепсе 4е$ 
Нрпез соигБез, раг М. 1е Маги Че ’НозрЁ а! (рус- 
ский перевод печатается ОНТИ). — Талантливый математик 
Лопиталь обучался новому исчислению у Иог. Бернулли. 
Его «Анализ бесконечно малых» в значительной мере по- 
строен на основе рукописного курса его учителя, недавно 
лишь обнаруженного П. Шафхейтлином среди манускриптов 
Базельской библиотеки, а также переписки с Иог. Бернулли. 
Курс Бернулли опубликован на немецком языке в серии 
классиков Оствальда: дов. Вегпоц!11, О:е О #егепНа!гесв- 
поп (Оз\а4$ КЛаз$Кег, № 211). 

2 ов. Вегпон 111, ГесЧопез тшаШешайсае 4е шешо4о 
НиеотаЦит и т. д. Выдержки из этого труда опубликованы 
на немецком языке под названием: Ге ег Ицертамесппипе 
(О$ма4$ Каз ЩЖег, № 1941). Изданные только в 1742 г., эти 
лекции были написаны в начале 90-х годов ХУП в. 
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ключ к сокрэвищнице, полной неисчерпаемого богатства 
новых открытий. Характернейшими отличиями алгорифмов 
Лейбница и Ньютона от замеченных ими старых приемов 
были их глубокая систематиччость, удобная символика и сра- 
внительно легкая выполнимость действий. На первых порах 
эти методы позволяли чуть ли не механически изобретать 
новые теоремы и решать новые задачи из числа более прос- 
тых и находящихся, так сказать, на поверхности математики. 
Это обстоятельство и наряду с ним значительные научно- 
практические приложения диференциального и интегрального 
исчислений, естественно, стимулировали ученых безустанн. 
рваться вперед в погоне за очередными достижениями. Ма- 
тематика ХУШ в. отличается поэтому исключительной бы- 
стротой развития, кипучестью оригинальных идей и изобилием 
открытий. Этот бурный расцвет практического исчисления 
бесконечно малых не сопровождался, однако, вначале интен- 
сивным развитием его логических основ, Улоенные идеей 
бесконечного и раскрывавшимися благодаря ей необозримыми 
горизэнтами для творческой деятельности, многие матема- 
тики ХУП и частью ХУШ в. не проявляли чрезмерной за- 
ботливости по части строгого обоснования применявшихся 
методов. Разумеется, сказанного нельзя отнести ко всем 
и не следует понимать абсолютно. Имелись исключения 
и, как будет видно, не только индивидуальные. Но огромное 
большинство, увлеченное эксплоатацией новых идей, не 
задумывалось над их тхоретическим оправданием, стремясь 
лишь извлечь максимальный непосредственный эффект, 
Справедливость принципов достагочно подтверждалась в их 
Глазах справедливостью полученных результатов. До кро- 
потливого ли построения системы исходных постулатов 
было, когда одно блестящее открытие следовало за другим, 
а механика ставила перед математиками все новые и новые 
задачи! Но даже когда принимались за работу по обоснова- 
Нию анализа, то оказывалось, что нег достаточных дан- 
ных для успешности такого построения, которое требует 
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для своего удачного —в рамках требований эпохи — за- 
вершения наличия большого математического материала, 
в первой стадии истории нового анализа еще отсутство- 
вавшего. 

Если обратиться к высказываниям ученых того времени 
и рассмотреть способы их доказательств, то очевидным ста“ 
новится факт, что в течение ряда десятилетий дело с обо- 
снованием анализа обстояло в целом неблагополучно. 


2 


Как известно, математики ХУШ в. разделились на две 
крупные школы. Англичане долгое время, до 20—30-х годов 
прошлого стояетия, придерживались, в общем, ньютонова 
метода флюксий и пределов. Символика же и основные по» 
нятия ученых континента принадлежали Лейбницу и братьям 
Бернулли. Лишь в середине ХУШ в., в эпоху великой эн- 
циклопедии, идеи Ньютона проникают во Францию. Изло- 
Жзние воззрений этих двух школ следует поэтому дать 
отдельно. 

° Я не стану здесь разбирать воззрения самого Лейбница. 
Великий философ и математик высказывал в разное время 
различные мнения о сущности исчисления бесконечно малых. 
Иногда, например, он рассматривал диференциал 4х, как 
конечный, но крайне малый отрезок1, или же как отрезок, 
по крайней мере, пропорциональный конечному отрезку 2. 
Очень часто, особенно в более поздние годы жизни, он 
отзывался о бесконечно малых, как об идеальных вещах 


1 См., например, первую его работу «Моуа ше! Но4из рго 
тах!1145 её шип $» и т. д. в Ге1Бп{!2, МаетаНнзсве 
Зсеп|!Ёеп, Нз8. у. С. Чегпага\, т. У, стр. 220 и сл. Немецкий 
перевод: [е1Ьп12, Обег @4е Апа]узе 4ез ЧпепаНсвеп 
(Озиа!з КаззЖег, № 162), стр. 3 и сл. 

2 См. Кезропзю а@ поппи(аз аНйсиЦа $ а @п. Вегпаг4о 
№Ме\меп и т..д., Ге!Ьп12, Маетанзве Эепийеп, т. \, 


стр. 320 и сл. 
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и понятиях, как об удобных в эвристическом отношении 
фикциях, результаты применения которых можно, если 
угодно, получить с помощью стрэгого доказательства ис- 
черпыванием 1. Наконец, у него имеется и та мысль, что 
бесконечно малые суть величины, меньшие всякой конечной 
величины, хотя и не нулевые, величины «несравнимые» 
в том смысле, что на какую бы конечную величину их ни 
умножить, результат не будет конечной величиной*. Разбор 
собственных идей Лейбница завел бы здесь слишком далеко, 
в настоящей же связи важна общая, рабочая, так сказать, 
позиция его школы, присущая многим его последователям, 
хотя и не отражающая собственные взгляды Лейбница 
на всех этапах. тверческой деятельности 3. Удачным предста- 
вителем школы Лейбница служит Лопиталь, по учебнику 
которого обучались десятки лет и на котором я остано- 
ВЛЮСЬ, ИНОГДА ЛИШЬ привлекая параллельные высказывания 
самого Лейбница. 

Анализ школы Лейбница — это, в первую очередь, наука 
о бесконечном и даже о бесконечностях. «Обыкновенный 
анализ, —пишет Лопиталь, — имеет дело только с конечными 


1 См. переписку с МВариньоном, Ге16п12 Ма. 
5срг. т. У, стр. 92, 110 и там же ТазЯЙсаНоп 4и 
Сас] 4ез шНпцезита!ез раг сешу 4е РА!оё ге огапаие, 
стр. 104 и сл. 

См. переписку с Лопиталем, Ге! Ьп]12, Ма. ЗсНт., т. П, 
стр. 287—288. 

$ Нельзя, впрочем, не отметить одной идеи Лейбница, 
одной из важнейших не только в философии анализа, но и 
в его «практике». Лейбниц указывает на «закон непрерыв- 
ности, в силу которого, например, при непрерывном герз- 
ходе от многоугольников к кругу не должно происходить 
скачка и в переходе их свойств к свойствам круга». Зна- 
чение этого переноса непрерывно изменяющихся свойств 
некоторой груцбпы элементов на «производную» группу, 
служащую для первой предельной, понятно. В связи ‘с «за- 
коном непрерывности» Лейбниц рассматривает также пре- 
дельные понятия. «Строго говоря,— указывает он,— покой не 
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величинами; излагаемый же в этой книге проникает в самую 
бесконечность. Он сравнивает между собой бесконечно ма- 
лые разности конечных величин, он находит отношения этих 
разностей и тем самым позволяет открыть отношения величин 
конечных, которые в сравнении © бесконечно малыми сами 
как бы являются бесконечными. Можно сказать даже, что 
этот анализ выходит за пределы бесконечного, ибо он не 
ограничивается бесконечно малыми разностями, а определяет 
отношения разностей этих разностей, отношения третьих 
четвертых разностей и т. д., не останавливаясь при этем 
нигде. Таким образом он обнимает не только бесконечность, 
но и бесконечность бесконечности или бесконечность бес- 
конечностей» 1, 

Что собой представляют бесконечность и бесконечно ма- 
лое, Лопиталь не объясняет. Для него это — достаточно 
ясные понятия, так же как и бесконечность бесконечности 
и бесконечно малая разность бесконечно малой разности 2. 


есть род движения, равенство не есть частный случай не- 
равенства, равно как и круг не есть правильный много- 
угольник. Но можно сказать, что покой, равенство, круг 
ограничивают движения, неравенства и правильные много- 
угольники, которые приходят к ним, исчезая при непре- 
рывном изменении. И хотя эти границы, строго говоря, не 
принадлежат к системам, которым они служат пределами, 
тем не менее они сохраняют их свойства». См. Л Яйса- 
Чоп 4и Са!сш 4ез шЯпИезита!е$ ит. д., Ге1Бп12, Май. 
эсрт., т. 1\, стр. 104 и сл.—У Лейбница имеется и та 
мысль, что очень малому изменению независимой, как 
сказали бы теперь, переменной соответствует очень малое 
изменение „зависимой. 

1 «Апа\узе 4ез шНшШтеп ре», 4-е издание 1768 г., 
стр. ХУП-—ХУШ. Бесконечно малая разность — это дифе- 
ренциал. 

2 Лейбниц также принимал бесконечности различных по- 
рядков. В письме к Лопиталю от 14/24 июня 1695 г., на- 
писанном ранее цитируемого предисловия Лопиталя, он 
говорит о той бесконечности, при умножении на которую 
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Лопиталь и не задерживается на них, а пишет: «Только та- 
кого рода анализ позволяет понять истинные принципы 
кривых, ибо кривые линии суть не что иное, как много- 
угольники с бесконечным количеством сторон». «И, собст- 
венно говоря, — продолжает он, — вписанные или описанные 
вокруг кривых многоугольники, сливающиеся с кривыми 
при бесконечном увеличении числа их сторон, всегда 
принимались за самые кривые» 1. 

Из приведенной цитаты можно усмотреть вторую суще- 
ственную черту анализа лейбницианцев. Кривая, оказывается, 
совпадает с некоторым многоугольником, стороны которого 
хотя и бесконечно малые, но все же прямые. Это предло- 
жение имело исключительное значение для тогдашнего 
исчисления бесконечно малых (да не утратило его в изме- 
ненном, правда, виде и теперь). И Лопиталь, излагая в первой 
главе своей книги основные определения и идеи, в качестве 
одного из двух требований выставляет следующее: «Тре- 
буется, чтобы кривую линию можно было рассматривать 
как совокупность бесконечного числа бесконечно малых 
прямых или (что то же самое) как многоугольник с беско- 
нечным числом бесконечно малых сторон, определяющих 
образуемыми ими углами кривизну линий». При этом допу- 


выражения вроде 4х2 дают конечный результат, и называет 
ее питегат шНоЁит, зе@ аШотеш зеи ап Шез 1аНа{ат — 
высшим бесконечным числом, именно бесконечно бесконеч- 
ным. Следует думать, что Лопиталь мыслил бесконечно 
малые, как «несравнимые», актуально бесконечно малые. 
В том же письме Лейбниц определял несравнимые вели- 
чины, как «такие величины, из которых одна никак не 
может превзойти другую, на какое бы конечное число ее 
НИ ПОМНОжЖиИлЛи, Т, е. так же, как Эвклид в пятом определе- 
нии пятой книги» («Начал»). В ответных письмах Лопиталя 
нет никаких возражений против этого. См. Бе16цп12, 
Ма. Зсрг., т. ЦП, стр. 287—288. 


1 Апа[узе 4ез шНшшеп{ ре1$, стр. ХУШ, 
2 Карно 
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щении бесконечно малые криволинейные треугольники также 
будут приниматься за прямолинейные, касательные окажутся 
продолжением сторон многоугольника, составляющего кри- 
вую, т. е. секущими, ит. д. 1. 

Эти положения Лопиталя вполне совпадают с тем, что 
говорится у Лейбница: «..найги касательную — то же, что 
провести прямую, соединяющую две бесконечно близкие 
точки кривой, или же прямую, являющуюся продолженной 
стороной бесконечноугольного многоугольника, эквивалент- 
ного для нас этой кривой» ?. 

Постулат замены отрезка кривой прямолинейным отрезком 
гесно связан с другим общим принципом анализа, согласно 
которому какая-либо величина @ в сумме с бесконечно ма- 
лой по сравнению с ней а остается равной себе самой, так что 
а -|- «=а. Этот принцип выражен у Лопиталя в следующем 
требовании: «Требуется, чтобы любую из двух величин, от- 
личающийся лишь на бесконечно малую величину, можно 
было принимать без различия за другую или (что то же 
самое) чтобы величина, увеличенная или уменьшенная на 
другую бесконечно малую величину, могла быть рассматри- 
ваема как неизменившаяся» 3. 


1 Апа!узе 4ез 1аИпипегт рей, стр. 3. 

2 Ма. Зсрг., т. ГМ, стр. 470. Представление об элементе 
кривой как о прямом отрезке имеется у Лейбница с на- 
чала его математической’ карьеры. Изучая Паскаля, Лейб- 
ниц встретился у него © треугольником из малой дуги 
кривой и отрезков, параллельных, как сказали бы мы, дсям 
координат. Этот бесконечно малый криволинейный тре- 
угольник Лейбниц рассматривал как прямолинейный и на- 
звал его «характеристическим», так как он служит характе- 
ристическим элементом кривой. Сравнение этого бесконечно 
малого, не могущего быть указанным (таз$епаЫе) тре- 
угольника с подобным ему треугольником, составленным 
отрезками кабательной, подкасательной и ординатой, позво- 
ляет, как известно, решать многообразные задачи, 

8 Апа|узе 4ез пишет рен, стр. 2—3. 
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У И. Бернулли это высказано еще резче: 

«Величина, увеличенная или уменьшенная на бесконечно 
малую величину, не увеличивается и не уменьшается» 1. 

То же утверждение имеется, конечно, и у Лейбница. 
«Я считаю равными,—пишет он в уже цитированном письме 
к Лопиталю,— те величины, разность которых несравнима». 

Приведенный кардинальный постулат, позволяющий от- 
брасывать бесконечно малые, является фундаментом матема- 
тики бесконечного школы Лейбница. Пользоваться им очень 
просто, и он сразу дает множество теорем. Вот как, напри- 
мер, выводится диференциал, — по Лопиталю, разность — 
произведения двух величин ху. Когда х становится х -|- ах, 
а у переходит в у-{- ду, то произведение (х - ах) (у - 4) 
станет ху |- хау-|- уах - ахау, а изменение произведения 
будет х 4у-- у4ах - 4х ау. И так как последний член суммы 
бесконечно мал сравнительно с двумя первыми, то х4у-- 
-- уах -{ ах ду будег то же, что и хау -|-- у 4х, т. е. 4(ху) == 
— х 4у -- уах. Это, какмы знаем, вполне справедливо, хотя 
начала, на которых основывается доказательство Лопиталя 
на наш взгляд ложны. 

Воззрения и методы исследования школы Лейбница, как 
видно, не отличаются строгостью и четкостью. Оёновные 
принципы нового исчисления собственно почти не разра“ 
ботаны, а те идеи, которые играют руководящую роль, 
логически небезупреччы. Главное орудие анализа — беско- 
Нечно малые величины, из бесконечного числа которых 
складываются конгчные величикы, точно не определяются 
и принимаются не то за действительную величину, не то 
за абсолютный нуль и ничго или, лучше, — то за действи- 
тельную величину, то :а ничто. Это понятие, двойственное 
и неясное, подвергается затем действиям, явно противо- 
речащим логике, ибо. прибавление бескснечно малой вели- 


1 Хон. Вегпоц!111, Бе ОШегепЧаНесвлпипа, &тр. 11, 
2% 
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чины не изменяет конечного слагаемого, хотя эта беско- 
нечно малая все же не нуль. 

Столь же не обосновано, конечно, отождествление кривой 
и бесконечностороннего многоугольника, касательной и 
секущей и пр. 

В этих условиях, естественно, возникал вопрос: что же, 
анализ бесконечно малых — это абсолютно точная наука, 
дающая достоверные результаты, или же только приближен- 
ный метод? Сам Лейбниц, конечно, убежден в первом, но 
обосновать постоянную правильность результатов, полу- 
чаемых при помощи неточных методов откидывания малых 
величин, ему не удается. Вот, например, что говорит Лейб- 
НИЦ: <..ТО, ЧТо несравненно меньше, бесполезно принимать 
В расчет по сравнению с тем, что несравненно больше его 
так, частица магнитной жидкости, проходящая через стекло, 
не сравнима с песчинкой, песчинка с земным шаром, а этот 
последний с небесной твердью... Несравнимые не суть 
определенные величины и в геометрических рассуждениях 
могут быть взяты как угодно малыми для того, чтобы 
можно было утверждать в силу правил нашего исчисления, 
что погрешности в высказываемых нами предложениях 
меньше любых произвольно малых размеров, какие только 
угодно будет нам назначить противнику, отрицающему 
справедливость. этих предложений» 1. Подобные же сообра- 


1 Из письма к Вариньону от 2 февраля 1702 г., Ге16п12, 
Маш. Зсрг., т. 1\, стр. 92 и сл. Ср. также следующее рас- 
суждение: 

«Я рассматриваю инфинитезимальные величины не ках 
ничто, ни даже как строгие бесконечно малые (в смысле 
неделимых — А. Ю.), а как несравнимо (шсошрагаетеп!) 
или неопределенно (ш4еЙпйтеп{) малые, меньшие, чем 
величины, ‘разностью которых они служат, более чем на 
какую-либо данную, или указанную (аз$1епае) величину, 
В результате этого ошибка (при вычислениях — А. Ю.) будет 
меньше любой указанной ошибки и, следовательно, она будет 
равна нулю» (в нисьме к Турнемиру от 28 октября 1714 г,). 
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жения высказываются и гораздо позже. Комментатор 
третьего издания книги Лопиталя в 1768 г. пишет, защищая 
нервый постулат, следующее: 

«Этот постулат или, вернее, предположение, которое 
с трудом допускается, начинающими, на самом деле не 
содержит ничего неразумного. 

Действительно, измерения, производимые землемерами или 
астрономами, считают ведь бесконечно точными (!— А.Ю.), 
а между тем они постоянно позволяют себе отбрасывать 
величинм, значительно большие, чем это делают алгебраисты. 
Когда, например, землемер измеряет высоту горы, то обра- 
щает ли он внимание на песчинку, сбрасываемую с вершины 
ветром? Когда астрономы говорят о неподвижных звездах, 
то не пренебрегают лй они диаметром земли, который со- 
ставляет около 3 тысяч льё? Когда они вычисляют времена 
лунных затмений, то не рассматривают ли они землю как 
шар и считаются ли при этом с домами, башнями, горами 
на ее поверхности? А ведь всем этим можно в гораздо 
меньшей мере пренебречь, чем 4х, ибо нужно иметь беско- 
нечное число 4х, чтобы получить х; следовательно, дифе- 
ренциальное исчисление по существу самое достоверное 
из исчислений» 1. Такую же аргументацию можно найти у 
английского математика Джюрина (Ли!п), оправдывающего 
2х (2у + 4у) 

2у 
2х = 1000 милям, то ошибка не более миллиардной доли 
дюйма 2, Все эти доводы звучат очень грозно, но, конечно, 
не могут служить доказательством и объяснением не при- 
ближенной только, а абсолютной точности результатов» 
получаемых при пользовании бесконечно малыми. Это 


в одном случае «равенство» —= 2х тем, что если 


1 Апа[узе 4ез шНийпеп& рен, стр. 257—758. 

2 См. Е1. Са]огу, А Ы3огу о? Ше сопсерНоп$ оЁ ШтИ$ 
апа Них1оп$ 11 Сгеаё ВгЦаш Ном Мемюд №0 \Моо@Воизе, 
1919, стр. 68—69. 
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странное противоречие, состоящее в том, что новый анализ, 
исходя из неточных и, хуже, противоречивых (не в диалек- 
тическом смысле это`о слова) понятий и олераций, давал 
совершенно строгие результаты, первоначально все же не 
обратившее на себя достаточного внимания, через некото- 
рое время сыграло большую роль в развитии математи- 
ческих идей ХУП в. 

Некоторые недостатки нового анализа были подмечены 
рано. Уже в 1694 г. голландский врач и математик Б. Нью- 
вантиит выступил против школы Лейбница 1. Упоекая ее, 
в частности, в том, что основные принципы употреблялись 
ею бэз доказательства, он не соглашался с нею в двух 
существенных пунктах. Лейбниц и его единомышленника, 
во-первых, не отличают бесконечно малого от нуля. По 
мнению Ньювентиита, две величины могут быть равными 
лишь тогда, когда разность их есть нуль; следовательно 
отбрасывать бесконечно малые неправомерно. Далее, осн)- 
вываясь на том принципе, что все, что при умножении на 
бесконечное не дает конечного, есть нуль, Ньювентиит 
отрицал допустимость применения высших диференциалов. 
Собственная попытка его построить анализ, исходя из по- 
нятий бесконечности, обозначаемой через т, т-Й части ко- 


а 
нечного, бесконечно малой т-И части последней В, 


являющейся уже ничем, не представляет интереса и не- 
удачна.Но в первом из приведенных возражений Ньювентиит 
указал на действительно слабый пункт исчисления беско- 
Н.чно малых Лейбница. Лейбниц вскоре же ответил своему 
критику 2. Некоторые его доводы были остроумны, а иные 


1В. Ме\меп{1]4, Соп4егаНопез сиса апа!узеоз аа 
диап аз 1оЙпЦе рагуаз арр4сазае рипс а, 1694 и Апа!у3$ 
иИпЦогит, 1695. См. М. Садп+ог, УоПезипеед йБег @е 
СезсЫсе 4ег МашетавК, т. Ш, стр. 254—255. 

2 См. Ге!Бп!2, Маш. Зе. т. П, стр. 28г—288 и 
293—291 ит. \, стр. 329 и сл. Полемика Ньювентиита со 
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просто ошибочны, в общем же удовлетворительного разре- 
шения вопроса он не дал. 

Если можно не говорить о ряде мелких противников 
анализа, то все же следует упомянуть еще о выдающемся 
алгебраисте М. Ролле, в самом начале ХУШ в. открывшем 
длительную дискуссию с аналистами, представителями ко- 
торых выступили П. Вариньон и Ж. Сорен 1. Хотя среди 
возражений Ролля имелись указания на принципиально-ло- 
гические недостатки исчисления бесконечно малых и хотя его 
энергично поддерживал ряд парижских академиков, в частно- 
сти геометр де-ла-Гир, он все же был вынужден прекратить 
в 1707 г. полемику, так как в своей критике допустил 
множество фактических ошибок, замеченных и использован- 
ных противниками. К сожалению, слабый отклик’ встретили 
зато его принципиальные возражения, мимо внимания 
прошла и та любопытная мысль, что правильность резуль- 
татов диференциального исчисления есть плод взаимного 
погашения ошибок, получающихся при вычислениях. 

Не останавливаясь пока на других математиках материка 
отметим, что даже у Эйлера, обогатившего науку изуми- 
тельным количеством открытий и много поработавшего над 
приведением в систему исчисления бесконечно малых, нет 
особенной ясности в изложении основных понятий. По 
Эйлеру «диференциальное исчисление есть метод опреде- 
ления отношения исчезающих приращений, которые при- 
нимают какие-нибудь функции, когда переменная величина, 
от которой они зависят, получает исчезающее приращение» 2. 
Предметом диференциального исчисления является, таким 


школой Лейбница продолжалась ряд лет. См. М. Сап- 
ф ог, цит. соч., т. Ш, стр. 275—276. 

1 См. 1. Е. Мопфис1а, Ноне 4ез тайетаНдиез, 
1199—1802, т. Ш, стр. 110 и сл. 

2 [.. Ец]ег, пзёаНопез сасий! аИГетеп{НаНз, 1755, ч. Г, 
предисловие, стр. ГТУП-ТУ\УШ (по изд. 1787 г.). 
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образом, вычисление некоторых пределов, которые теперь 
называются производными. 

«Следует сначала рассматривать эти приращения как 
конечные..., затем эти приращения мыслятся постоянно 
уменьшающимися, так что отношение их постоянно все 
более и более приближается к некоторому определенному 
пределу, которого, однако, достигнет лишь тогда, когда при- 
ращения совершенно исчезнут. Этот предел, представляю- 
щий как бы последнее отношение приращений, и есть 
истинный объект диференциального исчисления» \, 

Но в действительности теорля пределов вовсе не служит 
основой эйЙлеровой метафизики` исчисления бесконечно 
малых. Над идеей предела у Эйлера господствует пред- 
ставление об исчезающих приращениях, как о прараще- 
ниях, лишенных какой бы то ни было величины. Беско- 
нечно малых ЭйЙлер, собственно, не признает. Основной 
принцип диференциального исчисления утверждает, что 
«бесконечно малая взличина есть не что иное, как величина 
исчезающая и, следовательно; равная. нулю» 2, Если бы 
диференциалы ‘не были нулями, то непонятной стала бы 
постоянная правильность результатов, получающихся при 
отбрасывании бесконечно малых. Ведь в противном случае 
должна была бы возникнуть ошибка, которая, в свою 
очередь, должна была-бы быть уничтожена какой-либо другой 
ошибкой, что Эйлер отрицает 3. Для того чтобы быть в 
состоянии вычислять пределы отношений диференциалов и 
вообще различать и сравнивать эти нулевые величины, 
одетые в диференциальную форму, Эйлер присоединяет к 
первому определению еще то положение, что, хотя арифме- 
тическое отношение между двумя нулями есть просто 


11. Ещег, аз иЯопез сасиЙ ЧШНегепНа|$; ч. 1, преди- 
словие, стр. Г.Х. 

2 Там же, $ 83. 

3 Там же, стр. ГХХУ, 
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отношение равенства, но зато геометрическое отношение 
между ними может быть любым 1. Это следует из равенства 
п.0=0, из которого затем вытекает пропорция п: 1 =0:0. 
Для отличения друг от друга нулевых величин их обозна- 
чают отличными символами 4х, ау и т. д., по которым 
можно судить об их происхождении, и вводятся различные 
порядки малости. Из принятых опрзделений следует, ра- 
зумеется, возможность отбрасывания бесконечно малых в 
арифметических и геометрических отношениях конечных 
величин. В самом деле, раз л.4х =0, то а+жпах —а=0 


а—=пах 
— —_— ==1. Аналогичным образом обстоит дело ис 


пренебрежением бесконечно малыми высших порядков 

по сравнению Сс величинами низшего порядка. И здесь 
ах + ах" 

ах = ах" — ах = би 

ах 


бесконечность (оо) бесконечно большое вводится из осно- 


—1. Обозначаемое через 


а 
вании равенства Ях — со (и — конечное число, не равног 


нулю); бесконечно большие величины различных порядков 
подвергаются затем подробному рассмотрению — сравни- 
ваются арифметические и геометрические отношения их 
между собой, с конечными и бесконечно малыми величи- 
нами и т. д. 2. Вряд ли стоило бы останавливаться на 
критике этой концепции с современной точки зрения. 


3 
Если на материке Европы исключительно господствует 
исчисление бесконечно малых как таковое, то в Англии 
развитие направляется по другому пути. Там, хотя и не 
сразу, но зато прочно и надолго обосновывается теория 
флюксий Ньютона. Интересно при этом, что в отличие от 
континентальных ученых англичане раньше обращают внимз- 


1 1.. Е иц1ег, 11$ иНопез са1сиН АШегепНаЦ$, ч. 1,5 85, 
? Там же, $87—91, | 
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ние на вопросы обоснования математики и достигают много 
больших результатов в этой области, хотя собственная ма- 
тематика у них после Ньютона развивалась злачительно 
менее успешно, чем математика школы Лейбница. 

Главное отличие теории флюксий в ез законченном виде 
от современного ей диференциального исчисления заклю- 
чается в стрэмлении изгнать из математики бесконечное 
при помощи метода первых и последних отношений, т. е. 
пределов. Во главу угла ставится понятие флюксии, экви- 
валентное по содержанию нашей производной и выражаю- 
щее собой скорость изменения какой-нибудь величины 
(пути, площади кривой и т. д.) но отношению к другой 
(времени, абсциссе и пр.). Эти флюксии прлнимаются за 
понятия, не нуждающиеся в дальнейшем обосновании и 
столь же интуитивно ясные, как представление о скорости 
движения в какой-либо момент времени. Вычисляются 
флюксии посредством процесса, совпадающего по форме 
с нашим переходом к пределу при вычислениа производ- 
ных и отличного от нзго только в некоторых методологи- 
ческих отношениях. 

Но сколько-нибудь логически законченног выражение 
теория флюксий получила только после десятилетий иска- 
ний и споров. Взгляды же самого Ньютона на протяжении 
его математической деятельности сильно эволюционировали 
и даже коренным образом менялись. Ему не удалось со- 
здать безупречную и монолитную систему воззрений, хотя 
в развитии его идей и преобладала все время одна тенден- 
ция. И Брэнщвиг правильно указывает, что Ньютону не 
удалось «ни заставить себя почять полностью, ни, может 
быть, полностью объясниться» 1. 

В первые годы своей научной работы Ньютон употре- 
бляет бесконечно малые величины и оперирует ими по 


1 1.. ВгиозсвУ{ св, Гез 6арез 4е 1а рЫ1озорШе та{й6- 
пандие, 3-з изд., 1929, стр. 194, 
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образцу других математиков, свободно отбрасывая их. Он 
говорит в этот период — около 1665 г.—при решении од- 
ной задачи на опрзэделение отношения между скоростями 
изменения некоторых величин, Что «тело А, имеющее ско- 
рость р, описывает в момент времени бесконечно малую 
линию 0», так что ‘путь, равный х в «один момент» времени, 
«в следующий (пехё)» момент становится х -| о. При после- 
дующем диференцировании уравнения, связывающего из- 
меняющиеся величины (пути, проходимые телами А, В, С), 
Ньюточ делит соответствующее выражение на о и говорит, 
что те члены получившегося частного, которые содержат о, 
«бесконечно меньше других, его не содержащих». Поэтому 
искомое уравнение найдется, «если отбросить члены, содер- 
жащле о» 1, Инфинитезимальная трактовка диференцирова- 
ния, примененного к вычислению скоростей, здесь совер- 
шенно очевицна. Так же обстоит дело и в бэлыпом сочине- 
нии «Метод флюксий», составленном около 1671 г. (н> 
опубликованном посмертно лишь в 1736 г.), в котором 
четко сформулирэваны две задачи нового исчисления: опре- 
деление скорости по заданному пути и пути по Заданной 
скорости. И здесь Ньютон свободно и ‚ безоговорочно при- 
меняет бесконечно малые. 

Например, чтобы определить отношение между флюксиями 
величин, связанных уравнением х3 — ах? -- аху — уз =0, 


Ньютон подставляет в него х-|-хо вместо хи уУ-+уо вме- 


сто у (ибо «моменты» хо и уо, суть «безгранично малые 
приращения текущих величин х и У»), отбрасывает в ре- 
зультате сумму членов, равную по условию нулю, и го- 


ворит: «Если оставшиеся члены разделить на 0, то оста- 
нется Зхх?-|- Зло х-| х300 — 2ахх — ах?о +- аху + аух + 


- ахуо — Зуу — Зузоу— УЗоо —0. Но так как о, для того 


1 См. Е1. Са}оту, цит. соч., стр. 29—30. 
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чтобы оно выражало моменты величин, предположено. бес- 
конечно малым, то те члены, которые на него умножены, 
будут равны нулю по сравнению с остальными. Поэтому 


я ими пренебрегаю и остается 3Зхх? — 2ахх - аху - 


- аух — Зуу? = 0» 1. 

Пользование бесконечно малыми проходит через всю эту 
книгу. Они встречаются при решении задачи о проведении 
касательной к кривой, в учении о кривизне линий и т. д. 

В дальнейшем Ньютон пытается по возможности освобо- 
диться от употребления бесконечно малых. Это понятие 
представляется ему «недостаточно строгим и математи- 
ческим». Он, впрочем, сам считает возможным и допусти- 
мым употреблять их в эвристических целях. Но эти леса 
должны быть тотчас же убраны по окончании постройки и 
ни в коей мере не должны служить материалом для фунда- 
мента математики. Своей целью Ньютон ставит теперь \пол- 
ное изгнание бесконечно малых и замену их методом пер- 
вых и последних отношений. Эта тенденция проводится в 
«Математических началах естественной философии» (1685) 
и достигает высшего пункта в «Трактате о квадратуре 
кривых» (1704). Но вместе с тем и в этих его работах и в 
опубликованной в промежутке между ними как приложение 
к «Алгебре» Валлиса малой «Квадратуре кривых» (напи- 
санной в 1676 г. и напечатанной в 1693 г.) с теорией пр=- 
делов и борьбой против «неделимых» постоянно сосуще- 
ствует, то в качестве дополнения, то в качестве важного 
элемента рассуждений, бесконечно малое. И если одни 
высказывания, звуча почти по-современному, позволяют, 


1 См. [5. М№емюотр Оризсша шафетайса, рЫИозорШса @ 
рийоюо$1са, Гаизаппае е{ Чепеуае, МОССХЫТХ, т. Г, Мешодиз 
Нихюопит е{ зейегат шЯпНогит, стр. 59—60. На русском 
см. отрывок из «Метода флюксий» в [У вып. «Хрестоматии 
по истории математики» Г. Вилейтнера, ГТТИ, 1932, 
стр. 116—119. — Здесь о — «момент» времени (4). 
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казалось бы, усмотреть у Ньютона развернутую теорию 
пределов, то другие, соседние утверждения не дозволяют 
этого сделать, свидетельствуя о двойственности взглядов 
великого английского ученого. Он всэми силами старается 
дать анализу прочную базу, но он не может преодолеть 
довлеющую над эпохой концепцию бесконечно малых и, тем 
более, отказаться от употребления последних на практике. 
Хотя он и имеет достаточно ясное представление о беско- 
нечно малых, как о переменных величинах, пределом кото- 
рых служит нуль, но они не всегда придерживается этого 
взгляда и не замечает, что его теорию пределов Можно 
хорошо согласовать с такими бесконечно малыми. Отсюда — 
различные по смыслу высказывания, двусмысленное упо- 
требление терминов, неясность терминологии.-и колебания. 

Вот что пишет Ньютон в «Математических началах»: 
«Я предпослал эти леммы 1 с целью избежать утомительного 
проведения длинных доказательств путем приведения к 
нелепости по методу древних геометров. Метод неделимых 
дает значительно более короткие доказательства. Но так 
как гипотеза неделимых несколько груба (диНог; слово само- 
го Кавальери.—А.Ю.)и метод этот соответственно почитается 
менее геометрическим, то я предпочитаю свести доказатель- 
ства последующих предложений к первым и последним сум- 
мам и отношениям зарождающихся и исчезающих величин, 
т. е. к пределам этих сумм и отношений, и, таким образом, 
выводы этих пределов сделать по возможности краткими. 


1 Одна из них, например, утверждает, что величины и отно- 
шения величин, которые в конечный промежуток времени 
стремятся к равенству и до конца этого промежутка сближа- 
ются ближе, чем на любую данную разность, в конце кон- 
цов, становятся равными. Другая важная лемма доказывает, 
что «последние отношения» сумм вписанных в криволиней- 
ную площадь или описанных вокруг нее прямоугольников 
(с равными основаниями) к самой этой площади суть отно- 
шения равенства, | 
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Ибо таким путем получается то же самое, что и при 
помощи метода неделимых, и поскольку эти принципы будут 
доказавы, то мы сможем пользоваться ими с болыней безо- 
пасностью. Таким образом, если я в последующем буду 
рассматривать величины как состоящие из частиц или же 
применять маленькие кривые линии как прямые, то не нужно 
полагать, что я подразумеваю при этом неделимые величины, 
а величины исчезающие и делимые; ке суммы и отношения 
определенных частей, но всегда пределы сумм и отношений. 
Справедливость таких доказательств постоянно будет зави- 
сетьот метода, изложенного в предшествущих леммах» 1. 

Из приведенного отрывка видно, что, сохраняя, как гово- 
рилось, за методом неделимых практическое значение, Нью- 
тон решительно отказывается принять его как метод дока- 
зательства. В качестве последнего принимается метод преде- 
лоз. Однако добрые намерения Ньютона, предостерегающего 
здесь читателя и специально оговаривающего переменный 
характер бесконечно малых, остались втуне; и десятилетия 
спустя его последователи не имеют еще ясного полятия о бес- 
конечно малых. Ньютон первый нередко отклоняется от него. 

Если до сих пор изложение Ньютона не вызывает у со- 
временного математика особенных возражений, то уж непо- 
средственно следующий текст много менее убедителен, 
Автор «Начал» полемизирует в защиту своей теории. Могут 
ведь возразить, что не существует «последнего отношения 
исчезающих величин». Ведь отношение величин, пока они не 
исчезли, не будет последним отношением, а если величины 
уже исчезли, то Нет никакого отношения. На эти законные 
возражения Ньютон не дает удовлетворительного ответа. 
Он переносит спор на другую почву и оперирует аналогией, 


1 РЫюзорШае пайшга!$ рипа шатетаНса (Математи- 
ческие начала естественной философии), кн. [, разд. Г. по- 
учение к 11 лемме (имеется русский перевод акад. А. Н.Кры- 
лова, Спб. 1915). 
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«С таким же правом, — говорит он, — можно утверждать, 
что нет последней скорости у тела, прибывающего в какое- 
нибудь место и перестающего двигаться, ибо до прибытия 
это не последняя скорость, а когда оно уже прибыло, то 
скорости нет». Дело объясняется по Ньютону так: «по- 
следняя скорость — это скорость ни до, ни после момента 
достижения последнего места движения, а скорость в са- 
мый момент его достижения». «Точно так же под послед- 
ним отношением исчезающих величин нужно понимать их 
отношение ни до и ни после их исчезновения, но отноше- 
ние, с которым они исчезают. Подобным же образом пер- 
вое отношение зарождающихся величин — это то, с кото- 
рым они начинают существовать... Существует предел, 
которого скорость в конце движения может достигнуть, 
но не может превзойти. Это и есть последняя скорость. 
И существует подобный же предел для всех величин и 
отношений, которые начинают и перестают существовать» 1. 

Далее, на возможный упрек, что раз даны последние 
отношения исчезающих величин, то даны и последние вели- 
чины, так что все величины оказываются состоящими из 
неделимых, Ньютон отвечает: «Однако это возражение ос- 
новывается на ложном предположении. Последние стноше- 
ния, с которыми исчезают величины, вовсе не являются 
отношениями последних величин, но пределами, к которым 
все время сходятся отношения беспредельно убывающих 
величин и к которым они подходят ближе, чем на любую 
данную разность, хотя и не могут их ни превзойти, Ня 
достигнуть ранее, чем величины не уменьшатся бесконечно 
(11 шблНиту» °. 

Соображения Ньютона недостаточно убедительны. Апел- 
ляция к скорости не доказывает ничего. На деле она выяс- 
няет лишь, что интуигивно как будто ясное понятие скорости 


1 Там жа, 
8 Там жз, 
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в некоторый момент времени (мгновенной скорости) по су- 
ществу отнюдь не ясно с логической стороны и само ну- 
ждается в исследовании. Кроме того, выражение: отношение, 
«с которым величины исчезают» или «начинают существо- 
вать», совсем неопределенно. Конечно, у дроби, числитель 
и знаменатель которой неограниченно убывают по абсолют- 
ной величине, часто существует предел. Но этот предел 
вовсе не есть отношение, «с которым» величины исчезают. 
Слова «отношение в момент исчезновения» сразу же снова 
вызывают вопрос: а в этот момент они уже исчезли, они 
нули или нет? — вопрос, за которым снова последуют те же 
упреки. И хотя Ньютон отмечает, что предел отношения 
последних величин не есть отношение неделимых далее по- 
следних величин, он все же говорит о том, что предел не 
достигается ранее, чем величины уменьшатся бесконечно 1. 

Если логические шероховатости встречаются уже в за- 
щите метода пределов, то еще хуже становится, когда 
Ньютон во второй книге «Математических начал» дает раз- 
бор понятия момента. «Я рассматриваю здесь, — пишет он, — 
величины как переменные и неопределенные и возрастающие 
или убывающие как бы благодаря постоянному движению 
или течению и я называю их мгновенные приращения или 
уменьшения моментами... Но остерегайтесь смотреть на них 
как на конечные частицы. Конечные частицы не суть мо- 
менты, но самые порожденные из моментов величины 2. Мы 


1 Для Ньютона, как видно из текста, переменная всегда 
достигает своего предела,. являющегося последним ее зна- 
чением. Отсюда — ряд неразрешенных им трудностей. Во- 
прос о том, достигает переменная предела или нет, ожи- 
вленно- дебатировался в Англии в тридцатых годах ХУШ в. 
и был в то ‘время большинством решен отрицательно. 

2 Последняя фраза заменила во 2-м и последующих изда- 
ниях следующий первоначальный текст: «Как только мо- 
менты получают конечную величину, они перестают быть 
моментами», 
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должны рассматривать их как едва зарождающиеся начала 
конечных величин. И в этой лемме мы рассматривали не 
величины моментов, но первое их отношение при их 
зарождении» 1. Нет нужды подчеркивать неясность этих 
выражений. 

Употребление моментов также выдает их инфинитези- 
мальное происхождение и смысл. И основная негладкость 
таится не в туманном определении момента, а в том, как 
Ньютон оперирует моментом. Здесь следует указать, что для 
Ньютона математика, разумеется, не есть метод приближе- 
ния. <В математических вопросах нельзя пренебрегать и 
самыми малыми ошибкамиу 2, Поэтому все вычисления должны 


1 Математические начала, кн. Ц; разд. П, лемма 2. Замечу 
кстати, что взгляды Ньютона частью соприкасались с воз- 
зрениями более ранних математиков. Так, еще у Барроу 
играли болыпую роль движение и время как понятие, нз- 
обходимое при измерении скоростей движений; время, про- 
стая протяженная величина, рассматривалось как возни- 
кающие при непрерывном течении (Нихи) мгновения (ип1и$ 
шотейН). Идея метода пределов имелась у Дж. Грегори. 
Кавальери (у которого Ньютон, вероятно, взял термин 
Пиеп$) рассматривал поверхности как порожденные дви- 
жением линии. Гоббс (отчасти вслед за Галилеем) ввел по- 
нятие порождающего начала движения, а также всего не- 
прерывного, поскольку всякая непрерывная величина может 
рассматриваться как порожденная движением. Это начало, 
названное им сопаз, представляет собой движение в про- 
странствг и в продолжение времени, меньших любых мо- 
гущих быть указанными пространства и времени, оно не- 
сравнимо ни с каким движением, но два сопа1$ можно 
сравнивать между собой. Очевидно родство ньютонова Шо- 
метит с гоббсовым сопаёи$. См. М. Саптог, цит. соч., 
т. Ш; 9. У1уапи1, Ц сопсефо вд4аНпнезипо е 1а зиа аррН- 
са21опе аЦа шаетайса, 1904 и его же статью в В! ПоШеса 
таета{са, 1894, № 1, М№ое зиг РЫзюише 4е Глайпипет рей 

2 Тгаса{и$ 4е диадгаитга сигуагит, [$. Мемюш Оризсиша, 
т. Г, стр. 205. Имеется немецкий перевод: [5. Мем оп, 
АБпапшие Бег Фе Ойадгамг 4ег Кигуел (О${\ма19$ 
КЛаззКег, № 164). 


8- Карно 
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вестись строго в духе обыкновенной арифметики. Отказав- 
шись, таким образом, от права пренебрегать бесконечно ма- 
лыми и отбрасыватьих и не проводя различия между прираще- 
нием и моментом, Ньютон неизбежно натолкнулся на боль- 
шие неудобства при вычислении моментов. Действительно, 
определим хотя бы момент произведения АВ двух пере- 
менных величин Аи В. Увеличим А на его момент аи В 
соответств‹нно на 06; тогда произведение превратится 
в АВ + АБ -- Ва -- а6 и его «мгновенное приращение» бу- 
дет АВ-- АБ -- Ва {+ 8 — АВ = А - Ва + а6. Так как 
для Ньютона момент по определению совпадает с мгновен- 
ным приращением, то и момент должен быть равен 46 -|- 
+ Ва -- аё1. Для того чтобы выйти из положения, не при- 
бегая к незаконной в его глазах операции откидывания 
хотя бы и «самых малых» величин, Ньютон пускается на 
особую уловку. «Пусть, — говорит он, — множители сперва 


1 1 
были А—-> аи В—- 9, тогда их произведение дает 


1 1 


АВ — = А — > Ва + а. Придадим моменты аи #; 


1 | 
множители тогда станут А -|- 5. аивВ-- 2 Ь, а птоизве- 


дение АВ > АБ > Ва-- + аб. Если из второго про- 


изведения вычесть теперь первое, то получится ровно 
АБ -|- Ва»?. Выкладки автора «Математических начал» вер- 
ны, но кунстштюк еовершенно очевиден. Во-первых, нет 


1 Для нас ясно, что поскольку А (АВ) = Аь -- Ва -+ аб, 
то 4 (АВ) = АБ - Ва. Мы здесь не производим, однако, не- 
законных «отбрасываний» бесконечно малых второго по- 
рядха, а просто пользуемся определением отношения между 
приращением функции и ее диференциалом. (Диференциал 
есть главная часть приращения.) Неприятности Ньютона 
связаны с тем, что он не разграничивает достаточно четко 
момент (диференциал) и приращение. 

2 «Математические начала», кн. П, разд. П, лемма 2. 
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никаких оснований (кроме затаенной цели Ньютона) для 
1 1 

5 @, В—-= Ри для отказа от есте- 
ственных начальных значений А и В. Во-вторых если при- 
менить те же приращения для спучая произведения трех 
величин АВС, то легко увидеть, что произойдет осечка и 
нужное приведение и сокращение членов не получатся. 
Критики Ньютона впоследствии подметили этот уязвимый 
пункт, свидетельствующий о недоверии к собственному ме- 
тоду, а его первые защитники вышли из дискуссии хотя и 
не поколебленные субъэктивно, но без особенной чести. 

В работах Ньютона, опубликованных после 1681 г., заме- 
чаются те же колебания. Как говорилось, наиболее ярко 
тенденции его учения проявились в «Трактате о квадратуре 
кривых» (1704). В предисловии к этому сочинению Ньютон 
коротко формулирует основные идеи ведущей линии его 
философии математики. «Я здесь рассматриваю, — пишет 
он, — математические величины ве как состоящие из очень 
малых частей, но как описываемые посредством непрерыв- 
ного движения. Линии описываются и образуются при этом 
не приложением (арро51!Шо) частей, а непрерывным движе- 
нием точек, поверхности — движением линий, тела — по- 
верхностей, углы — вращением сторон, отрезки времени — 
непрерывным течением и т. д. Это порождение действи- 
тельно коренится в природе вещей и каждодневно наблю- 
дается в движении тел... 

«Рассматривая эти величины, возрастающие в одинаковые 
времена и порождаемые путем возрастания и становящиеся 
большими или меньшими в зависимости от большей или 
меньшей скорости их возрастания и порождения, я искал 
способ определения величин, исходя из скоростей гвижений 
или приращений, с которыми они порождаются. Назвав 
скорости движений или приращзний флюксиями, а поро- 
ждаемые величинл Флюентами, я постепенно... пришел 
к методу флюксий...». 


3* 


выбора именно А — 
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«Флюксии относятся почти как (дпаш ргохите) увеличе- 
ння (аиотеп{а) флюент, порождаемые в равные и очень 
мллые частицы времени, и, выражаясь точно, сни находятся. 
в первом отношении зарождающихся увеличений» или 
«в последнем отношении исчезающах частей» 1. Здесь почти 
все обстоит гладко, исключая попрежнему нерасшифрован- 
ные и дающие повод для возражений слова «первое отно- 
шение зарождающихся частей» и т. д. Далее, под моментом 
Ньютон здесь стремится понимать уже не бесконечно ма- 
лую, а конечную величину. При вычислении флюксии из одного 
уравнения он говорит: «пусть 9’будет весьма малой величи- 
ной (ца аз адто4иш рагуа)» 2, Но если пристальнее 
вглядеться в приводящиеся там доказательства, то выяс- 
няется, что при переходе к пределу Ньютон употребляет 
моменты так, что, по правильному замечанию Кеджори, 
«если это не бесконечно малые, то настолько к ним близки, 
что их нельзя назвать ни конечной величиной, ни абсолют- 
ным нулем» 3. Впрочем, если из принципиальных положений 
этого труда бесконечно малые устранены почти радикально, 
то в промежутке между 1684 и 1727 гг. (годом смерти 
Ньютона) мы можем найги в публикациях автора флюксий 
инфинитезимальные высказывания. В приложенил к «Алгебре» 
Валлиса хотя и оговаривается, что Ньютон (оно написано 
в третьем лице) предпочитает метод флюксий употреблению 
понятия момента или последн и:х частиц, или бесконечно ма- 
лых разностей, но имеются и отрывки такого типа: «Пусть 


о будет бесконечно малая величина, а 02, оу, ох одновре- 

менные моменты или мгновенные поиращения текущих ве- 

личин 2, у, Х; эти величины в следующий момент времени, 

получив мгновенные приращения, станут 2-02, у-Роу, 

х + ох». Вычисляя отношение между флюксиями величин 
1 [5. Мемюш Оризсша, т. Г, стр. 208—204. 


2 Там же, стр. 210. 
3 Е. Са]оту, цит. соч., стр. 35. 
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х, у, 2, связанных уравнением х3 — ху? -- а22 =0, он под- 
ставляет 2-02 и прочее в уравнение, вычитаег из резуль- 
татов прежнее выражение, делит на о и пишет: «уничтожвте 
члены, умноженные на о как бесконечно малые, и останется 


уравнение 3х2 — ху? — 2жуу -- 42 =0» 1. Приложение на- 
писано в 1676 г., но напечатано в 1693 г. Да и в самом 
«Трактате о квадратуре кривых» имеется небезупречный 
вывод флюксии для х” ($ 10), о котором придется говорить 
еще ниже. Бесконечно Малые сохраненхл и в «Анализе при 
помощи уравнений с бесконечным числом членов» (напи- 
сано в 1669 г., напечатано в 1711 г.)2. Вместе с тем Ньютон 
высказывает полную терпимость по отношению к другим 
методам, в том числе и методу неделимых: «Я хотел пока- 
зать, что в методе флюксий нет необходимости вводить 
в геометрию бесконечно малые фигуры. Однако анализ мо- 
жет оперировать любыми фигурами, конечными или беско- 
нечно малыми, которые представляют себе подобными 
исчезающим фигурам, а также фигурами, которые в мегоде 
неделимых принимают за бесконечно малые, — если только 
действовать с должной осторожностью» 3. 

Резюмируя, можно охарактеризовать позицию Ньютона 
следующим образом. Сторонник метода бесконечно малых 
в первом периоде, он развивает во втором относительно 


1 Е]. Сафоту, цит. соч., стр. 14—15. 
8 Ре апа!уз{ рег аециаНопе$ питего 1егиипогиш 1иНоЦаз. 


Здесь имеется даже такое место: о — бесконечности. См. 


ОризсшШа, стр. 4, ср. также стр. 26, где о рассматривается как 
ничто («51 ат зирропашиз В8 п шНпйит Фитоц{ её еуапез- 
сеге, {уе о еззе п1В1...>). 

$ Оризеца, т. |, стр. 207 (Тгабашз Че диайгаштга сигуа- 
гит). Это место любопытно для характеристики практиче- 
ского подхода к вопросам обоснования анализа со стороны 
Ньютона. То же мы наблюдаем и у многих других математи- 
коз ХУП и ХУШ вв. У Лейбница также имеются анало- 
гичные высказывания. 
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строгую теорию пределов. Однако наряду с нею у него 
постоянно встречаются высказывания инфинитезимального 
толка, в самом изложении теории пределов имеются недо- 
говоренности и логические неясности, и, наконец, практи- 
ческое пользование бесконечно малыми не сопровождается 
подлинным углублением доказательств при помощи пере- 
хода к пределу. Непосредственно последующие ученые не 
смогли установить ни этой эволюций Ньютона, ни зависи- 
мости между теорией пределов и доказательствами с по- 
мощью бесконечно малых. Смешав то и другое, эти ученые 
внесли на некоторое время изрядную путаницу в филосо- 
фию математики. 

Действительно, те книги 1, которые вышли в Англии между 
1700—1730 гг., показывают, что идеи Ньютона были усвоены 
большинством весьма неглубоко. Опрэделения и принципы 
постоянно страдают смешением понятий. Метод флюксий и 
пределов полновластно овладел британскими математиками 
лишь после полемики с Беркли и многолетней работы над 
очисткой важнейших идей анализа 2. До этого времени хотя 


1 Не располагая, к сожалению, оригиналами упоминаемых 
ниже книг Крэга, Гарриса, Гейса, Рафсона и Стона, я вы- 
нужден был воспользоваться здесь вышецитированной полу- 
хрестоматийной работой Кеджори, содержащей большое ко- 
личество оригинальных выдержек из этой редкой литера- 
туры (см. там гл. ЦП, стр. 37—57). 

Исключительность, с которой англичане придерживались 
НЬЮТОНОвВОЙ системы, наряду со стимулами философского 
порядка и знаменитым спорэм о приоритете с Лейбницем, 
определялась и этой полемикой. —Любопытно, между прочим, 
что первая английская книга по новому анализу Джона Крэга 
(). Сга1), вышедшая в 1685 г., через год после первой же 
статьи Лейбница в «Аба ега4йогат», употребляет диферен- 
циалы. До 1718 г. в своих статьях и книгах Крэг пользуется 
символикой Лейбница. После 1718 г. (разгар спора о прио- 
ритете) он применяет исключительно флюксионное обозна- 
чение. Ряд других математиков (Муавр, Галлей, Стирлинг) 
тоже употребляют бесконечно малые. Разумеется, были уче- 
ные (Диттон, Тэйлор), более строго следовавшие Ньютону. 
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он и является формально национально английским, но со- 
держание его не совпадает с концепцией Ньютона. Остров- 
ные математики безжалостно перевирают взгляды своего 
учителя и путают их со взглядами Лейбнаца. Например, 
Дж. Гаррис характеризует в 1702 г. теорию флюксий как 
«арифметику бэсконечно малых приращений». И, оказывая 
медвежью услугу ее автору, он заявляет: «Эти бесконечно 
малые приращения или убывания наш несравненный мистер 
И. Ньютон назвал очень подходящим именем флюксий». 
Другой ученый, Гейс (Науез), идет еще дальше. Согласно 
Гейсу («Трактат о флюксиях», 1704) величины бесконечно 
целимы, и частицы, получающиеся после бесконечного деле- 
ния, называются моментами, или диференциалами, или же. .., 
флюксиями..То же самое можно найги в «Истории флюк- 
сий» Джозефа Рафсона (КарНзоп, 1715). Аналогичное недо- 
разумение встречается даже в «Соштегсит Ер1оЙсит» 1, 
издатели которой заявляют, что «метод дифзренциалов тот 
же самый, что и мегод флюксий, исключая названия и 0бо- 
значения. Лейбниц называет разностями те величины, кото- 
рые Ньютон называет моментами или флюксиями». И еще 
в 1730 г. Стон, переводчик Лопиталя ва английский язык, 
пытаясь причесать ученика Бернулли на свой лад, во всех 
постулатах и теоремах заменяет слово «разность» через 
«флюксию». В результате текст Лопиталя приобретает такой 
ВИД: «бесконечно малая часть, на которую пгременная вели- 
чина непрерывно возрастает или убывает, называется флюк- 
сией этой величины» и т. п, 

Обрисованная путаница идей говорит, с одной стороны, 
о том большом влиянии, которое оказывали более удобзые 
и простые, хотя и менее тонкие идеи материка, пока им не 


1 «Переписка» различных ученых, опубликованная в 1712 г. 
по постановлению Английского королевского об-ва в связи 
со спором Лейбница и Ньютона о первенсгве в изобрете- 
нии нового исчислезия. 
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был закрыт доступ в умы англичан. С другой стороны, она 
показывает, что взгляды Ньютона были решительно не по- 
няты большинством математиков того времени как из-за 
неясности изложения самого Ньютона, так и в силу незна- 
чительности той связи, которая существовала в то время 
между идеей предела и вычислительными приемами. Доста- 
точно было малейшего повода, чтобы кто-либо обрушился 
на эту нестройную систему. 


4 


Таким критиком явился знаменитый идеалистический фило 
соф Джордж Беркли. Я займусь здесь только математическим 
содержанием и значением выпущенного им памфлета «Ана- 
лист» 1, Но нельзя не отметить, что развиваемые в этой работе 
идеи являются непосредственным и естественным распростра- 
нением на математику его общих философских воззрений, 
ярко и сжато сформулированных в зляаменитом афоризме 
«существовать — значит быть воспринимаемым». Отсюда сле- 
дует, что бесконечно малые величины, как невоспринимае- 
мые, существованием обладать не могут. Вот собственное 
рассуждение Беркли: «Каждое отдельног конечное протя- 
жение, которое может служить предметом нашего мышле- 
ния, есть идея, существующая лишь в нашем уме, и, сле- 
довательно, каждая его часть должна быть воспринимаема. 
Если поэтому я не могу воспринять бесконечное множество 


1 «Тве Апа!уз{ ога О!зсоигзе адагезеа №0 ап [пН4е! Мае- 
шансап» и т. д «Аналист или рассуждение, обращенное` 
к неверующему математику, в котором рассматривается, 
более ли ясно или болзе очевидно выводятся предмет, прин- 
ципы и умозаключения современного анализа, чем религи- 
озные таинства и догматы веры» (1734). Цитирую я по из- 
данию сочинений Беркли Фрезером (Тве \ощз оЁ а. Вёг- 
К]еу, 1901 г., т. ПП). Беркли преследовал в этом памфлете 
не непосредственно математические цели, а стремился по- 
дорвать авторитет свободомыслящих математиков (говорят, 
письмо обращено к астроному Э. Галлею), указывавших 
на противэречия в религиозных верэучениях, 
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частей в каком-либо конечном, рассматриваемом мною про- 
тяжении, то несомненно, что они в нем ие содержатся; но, 
очевидно, что я не в состоянии различить бесчисленное 
множество частей в отдельной линии, поверхности или теле, 
воспринимаю ли я их в ощущении или представляю себе 
в моем уме, из чего заключаю, что они не содержатся 
там... Ясно, что я не могу разложить кахую-либо из своих 
идей на бесконечное множество других идей, т. е. что они 
не делимы до бесконечности» 1. Для Беркли не было даже 
такой вещи, как десятитысячная часть дюйма. Совершенно 
понятно, что Беркли неизбежно занял враждебную позицию 
по отношению к новому математическому анализу. 

Обыкновенно историки математики уделяют «Аналисту» 
незаслуженным образом малоз внимание. Между тем его 
роль в развитии идей анализа была отнюдь немалая. Беркли 
попал не в ту цель, в которую он метил, и не обратил 
в’ лоно благочестия свободомыслящих ученых, но ясно 
и остро поставив теоретические вопросы и вскрыв ряд про- 
тиворечий, он побудил заняться поисками правильного ре- 
шения. Ф. Кеджори, сравнивая «Аналист» с бомбой, попав- 
шей в математический стан, справедливо расценивает его 
как выдающееся произведение, «явившееся поворотным 
пунктом в истории британской математической мысли» 2. 

Вместе с тем одна из идей Беркли послужила одним из 
принципов обоснования исчисления бесконечно малых 
в ХУШ в. 

Свою критику Беркли направляет и против исчисления 
бесконечно малых и против метода флюксий. Он не возра- 
жает против того, что с их помощью математики получают 


1 См. «Трактат о началах человеческого зрения» (1710). 
русский перевод под ред. Н. Г. Дебольского, Спб. 1905, 
стр. 157. В этом сочинении ($ 123—132 русск. перевода) 
уже довольно подробно выражено отношение Беркли к со- 
временной ему высшей математике. 

221, Са]огу, цит. соч., стр. 57 и 89. 


42 А, П. ЮШКЕВИЧ 


верные результаты. Но как получают, спрашивает он, с по- 
мощью каких исходных понятий и какими путями? Вы- 
вод его исследования неблагоприятен. Оказывается, что 
«заключения математиков не получены посредством пряа- 
вильного рассуждения из ясных принципов» 1, что метод 
анализа не согласуется с законами логики и что, «как бы 
он ни был полезен, его можно рассматривать лишь как 
некоторую догадку (ргезишрйоп), ловкую сноровку, искус- 
ство или скорее ухищрение, но не как метод научного до- 
казательства» 2. Эту суровую оценку Беркли подкрепляет 
следующей аргументацией. «Прежде всего, — говорит он,— 
разум не в состоянии понять этих последних «частиц вре- 
мени» ИЛИ «последних приращений». Что, собственно, пред- 
ставляют собою так называемые моменты или «приращения 
текущих величин ш Зафи пазсепН в самом начале их за- 
рождения или существования, до того как они становятся 
конечными частицами» 3? Невозможно представить себе 
этих двойственных и подозрительно неясных (обзсиге) по- 
нятий. И еще менее можно вообразить себе отвлеченные 
скорости этих зарождающихся «несовершенных сущностей 
(еп 4е$)». А начальная скорость начальной скорости или 
зарождающееся приращение зарождающегося приращения 
«превосходят всяксе человеческое разумение». Этот мотив 
повторяется неоднократно. Разбирая далее ньютоново стрем- 
ление избавиться от бесконечно малых и (отчасти справед- 
ливо) отмечая его неудачу, Беркли говорит: «Что такое 
флюксии? Скорости исчезающих приращений. А что такое 
сами эти исчезающие приращения? Это ни конечные вели- 
чины, НИ бесконечно малые, ни даже ничто. Не могли бы 
мы их назвать призраками почивших величин (260343 С{ 
дераеЯ чиапННез)»*. Разумеется, анализ Лопиталя его 


1 Апа:узф стр. 951. 
2 Там же, стр. 36. 
8 Там же, стр. 19. 
& Там же, стр. 44, 
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(Беркли его цитирует) подвергается столь же безуслов- 
ному осуждению. — С нашей стороны можно сказать, что 
хотя английский философ пропустил мимо все богат- 
ство идей, таившееся в критикуемых им высказываниях 
Ньютона, но с определенной точки зрения он был 
прав. Оправданием его критики было и то, что расска- 
зывал об основах метода флюксий Ньютон, и особенно то, 
что встречается на этот счет в книгах его поздних совре- 
менников. 

Установив шаткость фундамента, Беркли переходит к из- 
учению методов доказательства. В $ 9 он рассматривает 
основную теорему о моменте произведения АВ и, резонно 
упрекая Ньютона в непоследовательности, задает ньюточи- 
анцам нелегкую задачу получить Аб-|- Ва, не отбрасывая 
аб и не вводя искусственных а Пос придуманных уловок. 
Далее, он разбирает вывод флюксии степенной функции х” 
и снова находит противоречие. Действительно, вывод та- 
ков. Когда х становится х +0, х" становится (х--о)", т. е. 


2 
п- п —п 
хв | пох’ 1 +—5_ 0х"? ит. д. 
Приращения 
и, 2— п - 
ои пох" 5—0" 2 ит.д. 
относятся, как 
12 —п 
Т км" + —=— 02х"-2 ит. Д. 
Дальше, передавая дословно Ньютона, Беркли заканчивает 
вывод: «Пусть теперь приращения исчезнут и их последнее 
огношение будет 1 к пх" 1. В этом выводе автор «Ана- 


листа» усматривает нарушение логики. Ясно, говорит он 
в особой лемме1, что если при выводе какого-нибудь пред- 


1 Ала1узь, стр. 25. 
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ложения принимали некоторые допущения и если их в конце 
вывода заменили противоположными, то весь вывод пови- 
сает в воздухе. А ведь именно так поступает Ньютон. 
«Когда он (Ньютон) говорит, пусть приращения исчезнут, 
т. е. пусть они станут ничем, т. е., пусть уже не будет 
приращений, то предыдущее допущение, что приращения 
были чем-то, что были приращения, отбрасывается, однако 
же последствия этого допущения, т. е. полученное в силу 
него выражение, сохраняются. Это, согласно предшествую- 
щей лемме, ложный способ рассуждения» 1. Опять-таки 
Беркли по отношению к Ньютону прав, хотя английские 
математики признали это лишь 70 лет спустя, а выход из 
положения можно найти на основе более разработанной 
теории пределов 2. 

Далее, перед Беркли возникла естественная проблема: 
каким же образом при таких условиях новый анализ полу- 
чает правильные результаты. Стараясь раскрыть причины 
этого странного и замечательного обстоятельства, Беркли 
наткнулся на мысль, что истинность результата обусловлена 
наличием двух ошибок в его выводе; эти две равные и 
взаимно противоположные ошибки уничтожают друг друга. 
Он демонстрирует свою мысль на нескольких примерах, из 
которых я приведу задачу проведения касательной к пара- 
боле АВ, уравнение которой у2=рх 3. Здесь РВ = у, 
РМ =ах, ЮМ=ау. Исчисление бесконечно малых опреде- 
ляет касательную, находя подкасательную и рассматривая 
кривую как многоугольник. Тогда треугольник ГРВ подо- 
бен треугольнику ВЮМ и, значит, подкасательная РТ:РВ = 


1 Апа[у$4, стр. 28. 

2 Разумеется, что при желании построить диференциаль“- 
ное исчисление обязательно необходимо при изученни 
касательной исходить из секущей, «полагать» конечную 
разность, ‚с тем, чтобы после «снять» ее, переходя к пре- 
делу. и т. п. 

$ Апа[уз+, $ 21—22. 
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— ВА : ЮМ, т. е. Ри ‚и так как из уравнения пара- 


болы у? = рх следует, что 4х 25, то ГР 2 — 9х. 
ау Р Р 

Ошибка в этом выводе по Беркли та, что на самом деле 
треугольнику ГРВ подобен не ВАМ, а ВЮГ. Если обозначить 
уах 
ау-- 2 
зом в знаменателе дроби имеется ошибка на 2. Эта 
ошибка неявным образом погашается 7 
ошибкой при вычислении Чу из 
уравнения кривой. Согласно дифе- 


№. через 2, то наз деле будет: РТ = . Таким обра- 


ренциальному исчислению ау =, 4 
но это неверно, ибо из (у -{ ду)? — у? 
следует, что 4у= рах_ (4%) 
2у 2у °Р 9 
Если подставить Ду в правильное выра- 
—_ У м ( 
жение для РГлло РТ => а _ (4 =, я\ 
у 2у Фиг. Г. 


Далее, считая (на основании 33-Й теоремы 1 книги Апол- 
лония «О конических сечениях») величину подкасательной 
уже известной и равной 2х, Беркли доказывает, что 

(4у}? 
2У 

Налицо, таким образом, две противоположные ошибки. 
Эта идея компенсирующихся погрешностей не играла в гла- 
зах Беркли (и тем более стоявших на почве теории пределов 
его оппонентов) особенного значения и служила просто для 
объяснения парадокса. Между тем на континенте ей суждено 
было сыграть большую роль 1, 


— 
— 


2 
‚ откуда получает, что РТ=— у =2х, 


1 Несмотря на все остроумие рассуждений Беркли, 
”нельзя не констатировать, что он не понял пользы нового 
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Дальнейшая работа английских математиков протекает 
первоначально под знаком борьбы с Беркли. «Аналист» тот- 
час после опубликования вызывает ответы Джюрина и Валь- 
тона (\аЦоп), с которыми у Беркли завязывается долгая и 
страстная полемика. Уже в этом споре значительно уточ- 
няются воззрения ньютонианцев. Неотчетливые и слабые 
формулировки первых ответов постепенно заменяются 
значительно лучшими. Понятия предела, флюксии, мо- 
мента выкристаллизовываются еще не с полной чистотой, 
но английские математики становятся на путь логического 
закрепления базы своей науки. За полемикой с Беркли идет 
спор о том, достигает ли переменная предела или нет, спор 
нудно долгий, но не бесполезный. В частности, в этом споре 
даются нижеследующие определения предела. В. Робинс 
понимает его как величину, «к которой переменная величина 
может приблизиться как угодно близко, хотя она и не мо- 
жет никогда стать абсолютно ей равной» 1. А Джюрин пишет: 


анализа. Некоторые историки (Брэншвиг и др.) отрицают 
это, но слова самого Беркли свидетельствуют о сказанном. 
Он считает, что наука и человечество ничего бы не поте- 
ряли, если бы отпали теория флюксий и исчисление беско- 
нечно малых. См. совершенно определенные его высказы- 
вания: «Все полезное в геометрии и способствующее поль- 
зам человеческой жизни остается прочным и непоколебленным 
и при наших началах... Было бы, я полагаю, в высшей сте- 
пени желательно, чтобы люди величайших дарований и 
упорнейшего прилежания отвратили свои мысли от этих 
забав и употребили их на изучение таких вещей, которые 
ближе касаются нужд жизни и оказывают более прямое 
влияние на нравы... При тщательном исследовании ока- 
жется. что ни в каком случае не необходимо пользоваться 
бесконечно малыми частями конечных линий или вообще 
количеств или представлять их себе меньшими, чем наи- 
меньшее ощущаемое». См. «Трактат о началах человече- 
ского разума», стр. 163—164, а также «Апа[уз%, стр. 653. 
Ср. Е. ВгипзсН\У{с$, цит. соч., стр. 195 («Беркли... не 
приходит к осуждению нового исчисления»). 
1 См. Е. Са] оту, цит. соч., стр. 97. 
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«Под пределом переменного отношения понимается неко- 
торое определенноз. отношение, к которому по предполо- 
жению переменное отношение непрерывно приближается ни 
подходит ближе, чем на любую заданную разность, хотя и 
не может никогда превзойти его. Сэр Исаак Ньютон пони- 
мает, на мой взгляд, под достижением предела то, что пере- 
менная величина — или отношение — становится абсолютно 
равной той определенной величине — или отношению, — к 
которой она по предположению стремится». Достигнет ли 
переменная или нет, для Джюрина зависит от того, конечно 
или нет время, в течение которого переменная приближается 
к пределу 1. 

Почти все сочинения ближайшего десятилетия так или 
иначе затрагивают «Аналиста», стремясь защитить матема- 
тику от его ядовитых нападок. И столь фундаментальное 
сочинение, как «Трактат о флюксиях» К. Маклорена, является 
плодом борьбы с «Аналистом». 

Маклорен сам указывает в предисловии, что «вышедшее 
в 1734 г. под названием «Аналист» письмо послужило пер- 
вым поводом для появления этого трактата», целью которого 
является вывести основные положения флюксионного исчис- 
ления «на манер древних» «самыми строгими доказательст- 
вами» 2. Маклорен — противник бесконечно малых, которые 
представляются ему «таинственными» понятиями; он согла- 
сеи, что математики континента зашли слишком далеко с их 
кривыми-многоугольниками ит. п.3, и если Маклорен говорит 


1 Там же, стр. 104—105. 

2 С. Мас|аиг1т, А Тгеа#зе о Еихопз шш Т\уо Воокз, 
1742, т. [ (начал печататься в 1737 г.), стр. 1. 

$ Там же, стр. 2. Враждебное отношение английских ма- 
тематиков к бесконечному вообще согласовалось с влия- 
тельной философизй Локка и их общеэмпирическим умо- 
настроением. К вопросу о связи философии эмпиризма и 


теории флюксий в Англии я надеюсь обратиться в отдель- 
ной работе. 
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о бесконечно большом, то он понимает его лишь как потен- 
циальное. Например, площадь между гиперболой и асимп- 
тотой при достаточном удалении вдоль асимптоты может 
превзойти любую заданную площадь 1. Представление о пре- 
деле у Маклорена достаточно ясное. Это видно хотя бы из 
того, как он разбирает вопрос о площадях гипербол высших 


1 
порядков (у — тв ГДЕ п `> |): «существует некоторая конеч- 


ная площадь, которой эта площадь (т. е. гиперболы) никогда 
не может стать равной, но к которой она, однако, настолько 
приближается, что избыток конечной площади над ней может 
стать меньше любой заданной площади, если продолжить кри- 
вую и асимптоту на некоторое определенное расстояние» *. 

Не менее характерно в этом отношении его определение 
суммы бесконечного ряда. «Подобно тому, — пишет Макло- 
рен, — как прямая линия или фигура может расти непре- 
рывно, никогда не достигая данной длины или площади, 
так и некоторые прогрессии дробей, хотя и могут быть 
продолжены произвольно, однако суммы их членов всегда 
остаются меньше известного конечного числа. Если разность 
между суммою членов и этим числом убывает таким образом, 
что при достаточном продолжении строки может быть мень- 
ше сколь угодно малой дроби, то это число есть предел 
суммы прогрессии и есть то, что разумеют под величиной 
прогрессии в том предположении, что она продолжена до 
бесконечности» 3, 


1 Там же, стр. 39—42. 


2 Там же, стр. 43. Переменная для Маклорена не дости- 
гает предела. 


3$ Там же, т. Г, стр. 289. — Здесь же Маклорен выводит 
известный интегральный признак сходимости рядов с поло- 
ФФ) ФФ) 


жительными членами: ряд У Т(") и интеграл | Х (п) ап 
4 1 
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Отчетливое понимание вопроса позволяет Маклорену 
ответить на упоминавшиеся возражения Беркли против вы- 
вода флюксии дтя х”. Говорят, «что Ньютон сперва допу- 
скает, что существуют приращения, и что когда он говорит: 
пусть приращения исчезнут, то это допущение отбрасы- 
вается, хотя последствия этого допущения, т. е. полученное 
при помощи его выражение, сохраняются... Если бы Ньютон 
после предположил, что не было никаких приращений, то 
это действительно было бы допущение, противоречащее 
предшествующим. Но когда он допускает, что эти прира- 
щения уменьшаются, пока не исчезнут, то это предполо- 
жение, конечно, не может быть названо противоречащим 
первому и не может препятствовать нам выяснить, каково 
отношение этих приращений в любой момент времени, пока 
они действительно существуют, как изменяется это отноше- 
ние и к какому пределу оно приближается, когда прираще- 
ния непрерывно уменьшаются. Наоборот, это очень краткий 
(сопсзе) и правильный метод определения нужного пре- 
дела» 1. Если защита Ньютона не вполне резонна, то ска- 
занное Маклореном от себя не вызывает возражений. 

Маклорен защищает теорию флюхсий и от того возраже- 
ния Беркли, что в ней принимаются движение или скорость 
без пространства и времени (возражения понятного, по- 
скольку рассматривается скорость в данный момент). Ма- 
клорен в ответ замечает, что когда предполагают, что тело 
обладает той или иной скоростью в какое-либо мгновзние 
того промежутка времени, в течение которого очо движется, 
то тем самым вовсе не допускается, что возможно движениг 
в конечном пункте (епт), предельном пункте (НшИ) или 


сходятся и расходятся одновременно. — Первые представи- 
тели шхолы Лейбница, в частности Иог. Бернулли, имели 
смутное представление о том, что следует понимать пол 
суммою бесконечного ряда, что привело их к нерззрешен- 
ным ими парадохсам. 

1 Там же, т. П, стр. 422. 


4 Крно 
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моменте времени, или же в неделимой точке пространства. 
«Если мы всегда измеряем эту скорость тем пространством, 
которое было бы пройдено телом при продолжающемся 
равномерном движении за некоторое время, то, разумеется 
нельзя сказать, что мы намерены представлять себе движение 
или скорость безотносительно к пространству и времени» 1. 

Что касается обоснования теории флюксий, то начинается 
оно с изложения строгого, по общему признанию, метода 
исчерпывания Эвклида и Архимеда, сущность которого резю- 
мируется в следующей теореме: если две переменные вели- 
чины АРи АО, находящиеся постоянно друг к другу в не- 
изменном отношении, одновременно приближаются к двум 
опрэделенным величинам АВ и АД так, что разности между 
ними оказываются меньшими любой заданной величины, то 
отношение пределов будет тем же, что и неизменное отно- 
шение переменных величин АР и АО?. Далее, устанавли- 
ваются два основоположных принципа, управляющих 
порождением величин посредством движения, ибо Маклорен 
представляет себе, что «в математике величины возрастают 
или убывают, или вообще порождаются посредством дви- 
жения, либо же непрерывного течения, подобного ему» 3. 
Эти принципы утверждают, что при равенстве порождаемых 
величин равны и порождающие движения (и наоборот) и 
служат основой прямого и обратного метода флюксий. 
Флюксии определяются как скорости течения величин в не- 
который момент ({егт) времени и «измеряются тем прира- 
щением или убыванием, которое было бы произведено этим 
движением, если бы оно продолжалось равномерно с этого 
момента без всякого ускорения или замедления» *. Осчовы- 
ваясь на этом, а также на нескольких аксиомах механиче- 


1 Там же, т. 1, стр. 56. 
8 Там же, стр. 6. 

3 Там же, стр. 56. 

й Там же, стр. 57. 
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ского характера, Маклорен дает в двух огромных томах 
довольно строгое и вместе с тем бесконечно тягучее изло- 
жение анализа. 

В работе Маклорена английская теория пределов ХУШ в. 
находит высшее завершение. Последующие английские уче- 
ные того времени мало что прибавили в развитии фило- 
софии математики 2. 

Таким образом английская математика обнаружила боль- 
шой интерес к философии математики и немалые достиже- 
ния, так что нельзя согласиться с резким и огульным мне- 
нием Л. Брэншвига, будто математики ХУШ в. не внесли 
ясности в основные понятия своей науки 3. Это справедливо 
лишь по отношению к континентальным математикам, и то 
до середины ХУШ в. 

Работа англичан оказала влияние на развитие европей- 
ской математики в этой области. Однако собственная мате- 


1 Вроде той, например, что пространство, пройденное 
при ускоренном движении, больше пространства, пройден- 
ного за то же время с постоянной скоростью, ‘равной 
начальной, и т. п. 

2 Исключением был Дж. Ланден (7. Гап4еп), неудачно 
пытавшийся (1758 г.) обосновать все операции анализа алге- 
браическим путем на основании теоремы 


т т Хх х \8 
п т 1+(=)+(5). 
=; о =" Х - - т * 


‚(+ 


`Его взгляды были, впрочем, далеки от взглядов большинства 
его современников, приближаясьлишь к воззрениям Лагранжа. 

3 См. Г. ВтипзсВУ{1св, цит. соч., стр. 248.—Разу- 
меется, англичане оставили неразработанным многое: идею 
функции, непрерывности и т. д. Конечно, так же, как ни 
важна зависимость между производной и скоростью, но 
попытка обоснования математики на базе механики — это 
лишь бегство вслед за Ньютоном в убежище якобы непо- 


4 
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матиха англичан была много ниже по уровню и резуль- 
татам, чем континентальная. Причиной этого была в большой 
мере тяжелая символика и методы доказательства теории 
флюксий, затруднявшие быстрое продвижение вперед. Есте- 
ственно, что пра этих условиях англичане не смогли дать 
оказавшегося столь ценным синтеза идей метода флюксий 
и удобного алгорифма исчисления бесконечно малых. 


5 


Начало влияния английских концепций на математиков 
континента относится к середине ХУШ в. Во второй поло- 
вине ХУШ в. среди французских математиков появляются 
приверженцы и метода пределов и преобразованной теорич 
компенсации погрешностей. 

Влияние английской теории прэделов совершенно оче- 
видно. С ней можно было познакомиться не только по ори- 
гиналам, но и по переводам. Так, в 1740 г. был переведен 
«Метод флюксий» Ньютона, в 1749 г. — «Трактат о флюк- 
сиях» Маклорена. Труднее точно установить долю англий- 
ского участия в развитии теории компенсации ошабок. 
Отголоски «Аналиста» были слышны во Франции. О нем 
и — намеками — о компенсации ошибок можно было узнать 
из книги Маклорена. Прямо называя по имени автора, рас- 
сказывает о полемическом трактате Беркли Бюффон в пре- 
дисловии к своему переводу «Метода флючсий». «Все было 
спокойно, — пишет он, — в течение нескольхих лет, как вдруг 
в самой Англии появился доктор, враг науки, объявивший 


средствэнно ясного понятия о начальной скорости. Это от- 
мечает еще Даламбер. Наше интуитивное представление 
о механическом движении и скорости, между прочим, не 
может служить единственной базой для понятия перемен- 
ной и произволной, ибо тогда мы вынуждены были бы от- 
казаться от рассмотрения недиференцируемых функций 
(ведь согласно нашему непосредственному прэдставлению 
всякое движение должно иметь направление и скорость). 
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войну математикам... И он заявляет нам, что исчисление 
бесконечного ошибочно, ложно, подозрительно-неясно, что 
принципы его недостоверны и что оно приводит к цели 
лишь случайным образом» 1. Трудно было бы вычитать 
в последних словах теорию компенсации погрешностей, но 
французские математики все жз о ней слышали. Так, историк 
математики Монтюкла после рассказа о дискуссиях, развер- 
нувшихся вокруг принципов анализа во Франции в начале 
ХУШ в., довольно подробно, хотя и не всегда верно, изла- 
гает и споры среди английских ученых. «Этим противником 
исчисления Ньютона является д-р Беркли... Он увзряет..., 
что это исчисление ложно, ошибочно и туманно в своих 
основаниях и что если в применении к геометрии оно и 
приводит к истинным результатам, то лишь потому, — как 
это утверждал и Ролль, — что одна ошибка исправляет дру” 
гую. Наконец, что совсем забавно, он заявляет, что Ньютон 
сам себя не понимал» 2. 

Как бы там ни было, если математика континента в пер- 
вой половинз ХУШ в. шла своей дорогой, накопляя все 
больше и больше фактических данных, содойствуя успехам 
астрономии и механики и не заботясь о методологических 
затруднениях, то вторая половина ХУШ в. знаменуется 
вступлением анализа в новый период. В ряде пучктов дви- 
жение затрудняется все более и более, попадаются новые 
досадные парадоксы — и не только в принципах анализа, но 
и в учении о рядах, в интегральном исчислении, в теории 
логарифмов и т. д. В результате и ва матераке начинается 
неизбежная систематизация материала, относительно твердо 
устанавливаются многие важные понятия, строго разгра- 
ничиваются права и обязанности отдельных разделов ана- 
лиза. Не говоря уже об Эйлере, впервые понявшем, что 


1 Та шёПо4е 4ез Ниахюпз, Райз МОССХЕГ, стр. ХХУ— 
ХХУ1. 


2]. Е. Мопфис[а, цит. соч., ч. Ш, сдр. 117. 
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предметом математики является изучение фунхций и в мно- 
гочисленных трудах исследовавшем разнообразные их 
классы 1, и другие ученые приступают к систематизации 
материала. Так, португалец Дакунья (Ра Сипва) в «Началах 
математики», появившихся с 1787 г., дает опрэделение функ- 
ции, близкое к введенному в ХХ в.: «Если величина выра- 
жения А зависит от величины другого выражения В, то А 
называется функцией от В, а В корнем А». Он же опредз- 
ляет бесконечно большие и малые следующим образом: 
«Переменная величчна, допускающая значения, постоянно 
прэвосходящие всякую данную величину, бесконечно велика, 
переменная же, значения которой могут быть сделаны 
постоянно меньшими всякой предложенной величины, назы- 
вается бесконечно малой» 2. В воздухе носятся уже те идеи, 
которые получат развитие и приобретут право гражданства 
некоторое время спустя. 

О все возрастающем интересе к философии анализа беско- 
нечно малых на континенте может свидетельствовать, напри- 
мер, объявленный в 1784 г. Берличской академией наук, 
президеятом которой состоял тогда Лагранж, конхурс на 
тему «о строгой и ясной теории того, что в математике 
называют бзсконечным». Требуется показать, «каким обра- 
зом из противоречивых посылок получаются столь многочис- 
ленные истинные положения, и предложить вместо понятия 
бесконечности другое отчетливое и достоверное понятие, 


1 См. особенно Шшно4исНо т апа!уза 1.Найогищ, т. 1, 
Гаизаппае 1748. 

2 См. очень ценную и богатую материалом работу 
И. Тимченко, Исторические сведения о развитии поня- 
тий и методов, лежащих в основании теории аналитических 
функций, Одесса 1892, т. Г (только и опубликованный), 
стр. 352—353. У Эйлера, между прочим, определение функ- 
ции более узкое: «Функция переменной величины есть ана- 
литическое выражение, составленное каким бы то ни было 
образом из самой этой величины и постоянных чисел иля 
величин», См. иигодисИ9 т ара]узщ тНпИогит, гл. Г, $ 4, 
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однако такое, чтобы вычисления не стали затруднательныма 
или долгими». А Даламбер полагает, что «метафизика исчис- 
ления бесконечно малых еще более важна, чем самые его пра- 
вила, и, может быть, с большим трудом поддается разработке» 1. 

Некоторые учечые континентального направления даже 
начинают склоняться к тому выводу, что необходимо изгнать 
бзсконечно малые из математики. Лагранж намеривается 
осветить «дурно освещенный вход в здание анализа» и из- 
ложить принципы его, не прибегая ни к бэсконечно малым 
или к исчезающим количествам, ни к пределам или флюксиям. 
Он хочет преобразовать его в алгебраический анализ конеч- 
ных количеств, опираясь на разложение функции от прира- 
щенного аргумента Хх Й в ряд по возрастающим целым 
степеням приращения Й и на свойства коэфициентов этого 
ряда. Лагранж еще в 1772 г. установил, что если привести 


пез 
разложениг }(х |) ввид и и г -+..., то встречаю- 


щиеся в нем функции ий —=.Х(х), и’, и",... получаются послз- 
довательно друг из друга по известному однообразному 
правилу; а именно: каждая #(") есть коэфициент при первой 
степени & в разложении по степеням & функции и("-*), в ко- 
торую вместо х подставлено х--. Из этого, повидимому, 
он заключил, что применение степенных рядов к изучению 
различных функций, связанное с рассмотрением коэфициента 
при первой степени аргумента в разложении фунхции о 
приращенного аргуменга, возможно б?з пользования поняти- 
ями бесконечно малого и ему подобных на чисто алгебраи- 
ческой основе. Позднее, в 1797 г., Лагранж, думая, что ему 
дзЙствительно удалось алгебраически доказать справедли- 
вость разложения (за исключением особых случаев) 


Ед +е+ + +..., 


1 Епсуорёе ои ПусНоппайе га1зоппё @ез зЧепсез, 4ез 
#И$ еЁ ез шёЦегз, т. ТУ, 1754, ст, «ОШИ6телиеф, 
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и, показав, что коэфициенты р, 4, г можно заменить дру- 
гими, отличающимися от них только постоянными множите- 
лями, и которые получаются одни из других по тому же 
правилу, что р из данной функции /(х) (именно р==7 (х) 


— 1 (® Л") 
9—9 ,7— 9.3 


...), сделал попытку вывести все тео- 


ремы анализа с помощью своей теории и дал ряд прило- 
жений ее в изучении кривых и механике 1. 

Даламбер в своих статьях по математике, помещенных 
в «Энциклопедии», делает попытку, — впоследствии блестяще 
выполненную Коши, — положить в основание анализа тео- 
рию пределов. Даламбер говорит, что в противополож- 
ность общепринятому мнению на самом деле «в диферен- 
циальном исчислении речь идет вовсе не о бесконечно 
малых величинах, но только о пределах конечных величин... 


1 См., ТЫвоце 4ез ГопсНопз апа!уНчиез ес. Оецутез 4е 
Габтапое, т. [Х, 1881 г. (Теория аналитических функций, со- 
держащая принципы диференциального исчисления, осво- 
божденные от какого бы то ни было рассмотрения беско- 
нечно малых, исчезающих величин, пределов и флюксий, и 
сведенные к алгебраическому анализу конечных величин.) 
Аналогичные идеи развивал Арбогаст (Агрора$), начиная 
с 1789 г. Знак производной } и самый этот термин при- 
надлежат Лагранжу. 

2 Некоторые представления, приближающиеся ко взгля- 
дам теории пределов, встречаются в комментарии к «Ана- 
лизу» Лопиталя, составленном П. Вариньоном. Он, напри- 
мер, подходит к вопросу об определении касательной сле- 
дующим образом: «Чтобы определить касательные к кривой, 
не рассматривая ее как многоугольник, их представляют 
себе сперва как секущие, которые в конце концов стано- 
вятся касательными. Для этого 4х и 4у рассматривают как 
неопределенные величины, которые представляются всегда 
уменьшающимися по мере того, как общие кривой и секу- 
щей ординаты сближаются до тех пор, пока они не соль- 
ются в одну; в этом случае секущая МТ становится каса- 
тельной в М.» См.Р. Уаг! в поп, Ес|а1гс!3зэтепз зиг Рапа- 
|узе 4ез шНытепе ре $, Раг1$ МОССХХУ (посмертное изд.). 
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Словами «бесконечно малые» пользуются лишь для сокра- 
щения выражений» 1. 

Истинное обоснование анализа Даламбер находит в методе 
пределов. «Ньютон, — пишет он, — исходил из другого 
принципа (т. е. не из бесконечно малых. — А. Ю.), и можно 
сказать, что метод этого великого математика, данный в его 
исчислении флюксий, очень точен и ясен, хотя Ньютон и 
ограничился тем, что лишь бегло очертил его. Ньютон ни- 
когда не считал диференциальное исчисление исчислением 
бесконечно малых величин, а видел в нем метод первых 
и последних отношений, т. е. метод определения пределов 
отношений. Этот знаменитый ученый никогда поэтому не 
диференцировал величины, но только уравнения, ибо всякое 
уравнение заключает в себе огношение между двумя пере- 
менными, и диференцирование уравнений состоит только 
в определении пределов отношений между конечными раз- 
ностями содержащихся в уравнении двух переменных» 2. 

Так, например, при определении касательной требуется 


а 
вычислить вовсе не 4у, но т аналогично обстоит дело 


и в других случаях. Если, допустим, при отыскании макси- 
мума или минимума полагают равным нулю или бесконеч- 


1 Епсусорефе, т. ГУ, ст. «ОШЕ6гепЧер. В своей энергичной 
борьбе против бесконечно большого и малого Даламбер 
не был первым, как это говорит Виванти (см. указанную 
выше его статью), ему, не говоря о Ньютоне, предшествовал 
Маклорен. Последний, между прочим, также допускает поль- 
зование неделимыми и бесконечными, как хотя и менее точ- 
ными, но зато краткими и сжатыми оборотами речи, — однако 
лишь после того, как принципы теории флюксий уже раз- 
виты. См. его Мешо@ оЁ Еи›1опз, стр. 3. 

2 Епсуорёфе, т. У, ст. «ПА: еп ее]. Понятие диферен- 
циала у Даламбера все же не выяснено, как и многие другие. 
Курьезно, что Даламбер также неточно пергдает истинный 
характер флюксий: «Ньютон и англичане называют дифе- 

‚ренциал флюксией, ибо рассматривают его как мгновенное 
приращение взличинцы», 
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ности Чу, то поступают не вполне корректно. Точнее го- 
воря, нужно найти и, т. е. предел отношения конеч- 
ного фу к конечному 4х, и эту величину положить равной 
нулю или бесконечности. «Это, — говорит Даламбзр, — разъ- 
ясняет всю тайну дела». На самом деле бесконечно малых 
величин в анализе встречать не приходится и называемые 
таким образом величины «следует при этом считать поде- 
ленными на другие почитаемые бесконечно малыми вели- 
чины, и они при этом выражают на бесконечно малые, 
ни даже дроби с бесконечно малым числитглем и знамена- 
телем, но предел отношения двух конечных величин». 
Отсюда — один шаг к четкому выделению понятия произ- 
водной. Что касается отбрасывания бесконечно малых, то 
оно вовсе не приводит к каким-либо бесконечно малым 
ошибкам; нет, оно совершенно необходимо как раз для 
достижения полной точности. 

Резюмируя там же задачу об определении касательной, 
Даламбер дает следующее, «быть может, самое точное и 
отчетливое из всех возможных» определение диференци- 
ального исчисления. «Диференциальное исчисление состоит 
лишь в том, чтобы алгебраически определить предел отно- 
шения, который уже выражен при помощи линий, и затем 
приравнять оба предела. Это и позволяет найти одну 
из искомых линий». 

Пределу, этому важнейшему в его системе понятию 
анализа, Даламбер дает такое определение. «Говорят, что 
одна величина является пределом другой величины, 
если эта вторая может стать к первой ближе, чем на любую 
данную величину, как бы ни была мала эта последняя, 
причем, однако, приближающаяся величина никогда не мо- 
жет превзойти величину, к которой приближается. Таким 
образом разность такого количества и его предела абсо- 
лютно неуказуема». В качестве примера приводятся вписан- 
ные и описанные многоугольники. При этом переменная не 
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достигает предела: «предел, — пишет Даламбер, — никогда 
не совпадает. или не становится равным величине, для ко. 
торой он является пределом» 1. Это положение поясняется 
на примере суммы геомегрической прогрессии, для которой 
дается определение, не отличающееся по существу от 
маклореновского. «Говорят, что сумма убывающей геомет- 


рической прогрессии, первый член которой есть а, а вто- 
и 
рой — 6, равна а ‚ Но это значение собственно вовсе 


не является суммой прогрессии. Это — прзэдел этой суммы, 
т. е. величина, к которой последняя может стать сколь 
угодно близкой, никогда не достигая ее в точности. Дей- 


ствительно, если е есть последний член прогрессии, то точ- 
9 


ЗЫ иль 


е 
‚ что всегда меньше, не- 


ное значение суммы есть а 


а2 
жели у, ибо даже в убывающей геометрической про- 


грессии последний член е никогда ие равен нулю. Но так 
как этот член непрерывно приближается к нулю, никогда 
его не достигая, то ясно, что нуль является пределом и что, 
а? — бе а? 
——ь спужит —х, 
положить, что е=0, т. е. если подставить вместо е ее пре- 
дел»?. В этой же статье приводятся теоремы о равенстве 
двух величин, служащих пределом одной и той же перз- 
менной, о равенствз предела произведения произведению 
пределов (что используется для цоказательства того, что 
площадь круга равна произведению полуокружности 
на радиус) и т. п. 

Вслед за Даламбером следует Люилье (получивший пре- 
мию на упоминавшемся конкурсе Берлинской академаи), 


следовательно, пределом если пред- 


1 Епсусюрефе, 1765, т. [Х, ст. «Аше». Очевидно, здесь 
имеется.в виду монотонное приближение к претелу. 
2 Там же, 
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сам указывающий, что развивает идеи, намеченные первым, 
Калюзо, во многом, даже в символике, возвращающийся 
к методу флюксий, и иные математики! . 

При этом мысли, брошенные когда-то Беркли, получают 
значительное распространение. Тот же Лагранж, который 
предпринял позднее попытку заменить более строгой, как он 
полагал, теорией аналитических функций методы высшего 
анализа, в начале своей карьеры, в 1760 г., видит сущность 
его во взаимной компенсации ошибок. «В методе бесконеч- 
но малых, — говорит он, — исчисление исправляет само по 
себе допускаемые в нем ложные предположения. Когда, 
например, рассматривают кривую как многоугольник с бес- 
конечным количеством малых сторон, продолжение каждой 
из которых служит касательной к ней, то явным образом 
делают ложное допущение... Но ошибка погашается при вы- 
числении другой ошибкой, когда пренебрегают как равными 
нулю количествами, предполагаемыми лишь бесконечно ма- 
лыми» 2. О взаимной компенсации пишут и Фиорентино 
и другие. 

Об этой мысли упоминается даже в ходовых учебниках. 
Так, в выдержавшем ряд изданий и переработку курсе 


1 См. И. Тимченко, цит. соч., стр. 353—359 .— Целью 
Люилье (5. [’НиШег) было показать, что подходящим обра- 
зом расширенный метод исчерпывания древних достаточен 
для прочного установления начал новых исчислений. Но 
расширение это заключалось как раз в преобразовании ме- 
тода древних в метод пределов. Зацача диференциального 


аР 
исчисления в отыскании диференциальных отношений -—., 


АР |. АР 
причем ЧИ Ит Ах оАНО и то же. Бескочечно малые исклю- 


чаются и т. п. Основная теорема Люилье утверждает, что 
если переменная, приближающаяся кпределу, обладает неко- 
торым свойством тем более, чем ближе подходит она к пре- 
целу, так что нет предела ее способности обладать этим 
свойством, го и предел обладает тем же свойством. 

3 См. Гаггапее, Озиугез, т. МТТ, стр. 9598. 


ИЦЕИ ОБОСНОВАНИЯ АНАЛИЗА В ХУШ ВЕКЕ 61 


де-ла-Кайля говорится: «Ньютон был убежден, что исходные 
принципы Лейбница и Бернулли грешили против геометри- 
ческой строгости и что они приходили к истине, лишь ис- 
правляя первую ошибку второй. См. по этому же вопросу 
заметку г. де-ла-Гранжа в «М&апрез 4е 1а Зое Коуае 
4е Тайп», 1760—1761»1. А выше уже отмечалось, что Эйлер 
отвергал наличие компенсации ошибок, тем самым упоминая 
о ней. 

Дать подлинный синтез теории пределов и исчисления бес- 
конечно малых еще не удается. Между тем алгорифм Лейб- 
ница обладает огромной притягательной силой. На защиту 
его и выступает со своими «Размышлениями о метафизике 
исчисления бесконечно малых» (1796 г.) Лазарь Карно. 


6 


С современными философскими мерками затруднительно 
точно установить, к какой школе следовало бы отнести Карно 
как философа математики. Этому препятствуют и колебания 
его в ряде вопросов. Строгого единства в его взглядах 
не имеется: напротив, довольно отчетливый эклектизм харак- 
теризует весь его труд. Самый подход его к проблемам 
обоснования анализа, та позиция, которую занимает Карно 
по отношению к последнему, носят достаточно определен- 
НЫЙ «прагматический», «инструментальный» отпечаток. Когда 
он рассматривает основные понятия алгебры, он проявляет 
себя убежденным «фикционалистом», но зачислить его по 
этому ведомству, как то делает Файхингер?, также нельзя, 
ибо при разборе исчисления бескояечно малых он покидает 
фикционалистскую позицию для полуматериалистической. 
Математика представляется Карно лишь неким орудием, 


1 Ое 1а Са!11е, Тесодз @6щещайез де тафётаНдиез, 
ат 17%, стр. 337. Это издание — переработка аббата 

аце. 

8 См. Н. Уа!В1прег, Ое РНШозорШе 4ез А!5—ОЪ. 
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назначение которого — помочь нашему воображению, искус- 
ственным приемом, придуманным, чтобы возместить слабость 
нашего разума. Употреблять его приходится с известным 
сожалением: никогда аналитическое выражение предмета не 
может быть столь же отчетливым, как его непосредственное 
восприятие, тем более, что это аналитическое выражение 
может заключать мнимые, ложные понятия или невыполни- 
мые действия. Некоторые величины, правда, реальны и при- 
годны для описания явлений, но зато другие алгебраические 
символы фиктивны, «не могут ни существовать, ни быть 
понятыми», и употреблять их можно лишь в качестве по- 
средствующих звеньев цепи рассуждений, облегчающих из- 
учение отношений между истинными количествами и обяза- 
тельно выпадающих в процессе вычисления. И диференци- 
альное и интегральное исчисления — лишь исскуственные 
приемы, хотя бесконечно малые — реальные переменные ве- 
личины. В действительности люди встречаются исключительно 
стак называемыми «означенными» — конечными и определен- 
ными величинами; все диференциалы и интегралы должны 
в конце концов быть исключены с тем, чтобы резуль- 
тирующие уравнения состояли из означенных количеств. 

Руководящим критерием при выборе или при отказе от 
того или иного метода служит правило` «всегда следует вы- 
бирать простейший путь, а при одинаковых трудностях — 
наиболее ясный; ни одно средство не должно быть исклю- 
чено» ($ 163). И если Карно, отдав дань работе Лагранжа, 
решительным образом не соглашается стать на его точку 
зрения, то главная причина тому — новизна алгорифма. Пред- 
почесть теорию аналитических функций обычному анализу — 
это означает отказаться от приемов, всем привычных, 
вошедших в плоть и кровь математиков, и оказаться вынуж- 
денными переработать все ранее сделанное. На подобной же 
позиции стоит Карно и тогда, когда ему приходится 
произвести выбор между исчислением бесконечно малых 
и исчислением исчезающих величии (ЭЯлер). 
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В этом последнем бесконечно малые рассматриваются как 
нули, обладающие, правда, некоторыми особыми свойствами: 


0 
отношение двух нулей 0 Не представляется произвольной 


величиной, а обладает единственным значением, определяю- 
щимся тем законом, по которому непрерывно приближаются к 
нулю приращения исследуемых величин. По мнению Карчо, 
можно, если угодно, принимать бесконечно малые и за абсо- 
лютные нули и за настоящие количества. «Нихто ведь, — 
говорит он,— не сомневается в точности результатов, 
получаемых при вычислениях с мнимыми количествами, хотя 
последние суть только алгебраические формы и иероглифы 
нелепых количеств... Не всели равно, в самом деле, будут ли 
исчезающие величины химерическими понятиями, раз их 
отношения не таковы и раз нас интересуют только эти 
отношетия» ($ 150). Тем самым он отводит возражения 
Лагранжа, для которого деление нулевых количеств пред- 
ставляется очень сомнительным и неясным действием. Обе 
точки зрения на анализ, согласно автору «Размышлений», 
в общем правомерны, и каждая обладает известными до- 
стоинствами: так, в исчислении исчезающих величин послед- 
ними можно пренебрегать в уравнениях по сравнению с ко- 
нечными без дальнейших объяснений, как нулями, между 
тем как в ачализе бесконечно малых подобная операция 
нуждается в особом расследовании и обосновании. Преиму- 
щество отдается в итоге исчислению бесконечно малых, но 
лишь по следующим соображениям. В первую очередь, 
совершенно нет необходимости ограничивать область изме- 
нения бесконечно малых, приравнивая их к нулю. Вопрос 
может быть успешно разрешен более изящным способом 
при том более широком допущении, что бесконечно малые — 
это величины, которые хожно сделать меньше любой другой 
заданной величины. Кроме того, и нашему воображению 
проще приспособиться к метозу, оперирующему действи- 
тельными количествами, а не нулями. В каком отношении 
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находится анализ к действительности — для Карно не столь 
важно: он полезен и плодэтворен; требуется лишь содей- 
ствовать максимальному прогрессу того из методов анализа, 
который наиболее эффективен. 

Любопытно, что Карно в своей оценке ряда исходных 
понятий математики по-разному подходит к анализу и 
к алгебре. Как алгебраист он нередко «фикционалист». Ряд 
основных объектов, с которыми имеет дело алгебра, ему 
представляются чисто рассудочными и бессмысленными. Ал- 
гебра даже более неясна и туманна в своих принципах, чем 
анализ, ибо в ней мы орудуем с такими абсурдными вещами, 
как мнимые и отрицательные количества. 

Отрицательные количества ко времени французской рево- 
люции находились в довольно почтенном уже возрасте и тем 
не менее многим казались подозрительными. Даламбер, пола- 
гавший, что о них вообще трудно составить представление, 
рассматривал их как вычитаемые количества, не обладающие 
самостоятельным существованием. Для Карно отрицательные 
числа — фикции не лучше мнимых. Они получаются при 
помощи невыполнимых действий, и говорить, что это коли- 
чества, меньшие нуля или же противоположные абсолютным 
положительным, — значит вносить в вопрос путаницу и не- 
ясность. «Что такое, — спрашивает он, — противоположные 
количества?» Несостоятельна и апелляция к разговорным 
оборотам. В беседе можно сказать, что проигрыш — это отри- 
цательный выигрыш, но в математике выражаться образно 
недопустимо. Отрицательные величины, конечно, не изгоня- 
ются Карно из математики, но он их сохраняет лишь как 
подсобные формы, не имеющие права фигурировать в ответе 
на поставленную задачу. В дополнении к «Размышлениям» 
и в другой большой работе Карно, «Геометрия положения» 
(сыгравшей большую роль в развитии новой геометрии), 
подробно излагается учение об отрицательных числах, 
и вывод, к которому приходит Карно, таков, что отрица- 
тельные (как и мнимые) корни никогда не бывают действи- 
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тельными решениями предложенного вопроса, но лишь про- 
стыми указаниями на вопросы, более или менее отличные 
от первого: часто они даже являются лишь ничего не обозна- 
чающими алгебраическими формами, вошедшчми в результате 
алгебраических преобразований в сочетание с действитель- 
ными корнями. Но не следует все-таки пренебрегать этими 
непостижимыми выражениями; ими можно пользоваться как 
ещественными формами, потому что возможно их заста- 
вить исчезнуть с помощью простых алгебраических преоб- 
разований, и тогда останутся лишь формулы явные и не- 
посредственно приложимые к предложеняому предмету. 

Зато главное понятие анализа — бесконечно малое коли- 
чество — вполне реально. Бесконечно малые — это вовсе 
не метафизические и абстрактные понятия, на что как будто 
указывает это короткое их наименование, но действительные 
произвольные количества, которые могут становиться столь 
малыми, сколь угодно. В нескольких местах Карно настой- 
чиво повторяет, что вего понимании бесконечно малые, в 
противовес отрицательным числам, — настоящие величины. 
И даже об исчезающих величинах он говорит, что они, 
по крайней: мере, — пределы действительных количеств 
и, так сказать, соприкасаются с бытием (& 150). 

Вторая часть «Размышлений» уделена подробному разбору 
отдельных направлений анализа и с философской и с чисто 
математической стороны. В результате их сравнительного 
исследования Карно приходит к выводу, что все эти «ме- 
тоды являются, сабственно говоря, только одним и тем же 
методом, рассматриваемым с различных точек зрения *, 


1 Согласиться с этим нельзя, разумеется, да и у Карно 
нет достаточной ясности в этом вопросе. Из. того, что 
было сказано о методе исчезающих количеств, видно, что 
И для него этот метод в филосойском отношении принци- 
пиально отличен от метода бесконечно малых, хотя оба они 
идут теми же математическими путями и даже пользуются 
одинаковыми обозначениями и т. д. 


5 Карно 
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Эте:— все тот же метод истерпывания дрэвниз, более или 
менее унрозменный, более или менее удачно прасносеблен- 
ный к нуждам исчясления и, начонец, пряволенньйй к регу- 
лярному, уперядочениему алгорифыу> ($ 153) 

Метод исчерпывания, вапример. состоит в том, что геомет^ 
рическая фигура аппроксимируетея выисанными и описан- 
ными правильными многоугольниками илл иными фигурами, 
свойства которых уже знакомы, и изучение ее опирается 
на знание именно этих свойств. Так, известное правило, чте 
плошади вравазьных многоугольников относятся, нак квад- 
раты их анефем, нереносится и ва окружности и 1. и, 
Доказательством пра этом елужит тефисно а@ абзиифапь 
т. е. доказательство того, что предположение об отсутствия 
у данной фигуры известных евойств првволит к противо- 
речию. М: вот, хотя в этом методе ве пользуются в явном 
виле ни бесконечно малыми, ни понятием предела (по» 
чему ен и онарается на праведевие к нелепости), но, Карио 
показывает, что, он следует теми же, в основное, этапами, 
чеещ исчисление бесконечию малых. И в том и в другом 
случаях мы имеем дело с вспомотательнай системой извест- 
вых количеств, которая, с одной стораны, связана опре- 
деленным образом © той системой, свойства которой мы 
етремимся нпозмать, а с другой, —наетольно. произвольна, 
чте ее можно сколь угодно близво приближать ю изучаемой 
системе с тем, чтобы пир помощи ивдукциа познать 
некомое отнвошгениее.. 

Метед пределов также эквивалентем нечиелению беско- 
нечне малых. Нредел какого-либо: количества есть ведь та 
постоянная, к которой это количество непрерызне- нрибли- 
жается таким образом, что разность между ижми может 
стать сколь угодно малой. Очевидно, что разность между 
пределом и стремящимся к нему количеством и есть то, 
что называется бесконечно. малым. Понятие предела ве бо- 
лее и не менее трудно определить, таким образом, чем 
понятие бесконечно малого. количества, и, следовательно, 
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онибочею полагать, будто метод пределов более строг, 
нежели обычный анализ бесконечно малых. Метод флюксий, 
опирающийся ма нонятея первых и последних отношезий, 
т. е. пределов, во существу является тем же методом беско- 
нечне. малых ли же снесобом исчерывания, расематривае- 
мм под мным углом эреция. Те количества, которыми преие- 
брегают в исчисления бесконечно малых, в ныютоновом алго- 
рифие полразумезаются, заключаются в невыявлениом виде. 

Поскольчу все канпепции анализа для Карно. с иривии- 
ымальной сторож одинаковы, постольку вотрос © наиболее 
нрихолной для использования стоит в чисте уталитарной 
влоскости. НИальма первенства отдается творению Лейбнина, 
хатя Карно севсем не млыерен отбросить, как Бенужную 
ветешь. другие нриемы ажализа. Каждый из них может 
оказаться прагодным в том иле ином случае, помемь ири 
ренешии какой-либо залачи, облегчить я упроствть дока 
зательство, но для. обего и обычного употребления лейб- 
ницев анализ, © его сямволикой м с. видоизмененньиви, утон- 
венчыми ебределениями некоторых понятий, предпоятителб- 
нее. © этом красноречиво говорят успехи математики, 
достихнутые нродотжатлелями Лейбница. В нользу ето сви- 
детельствует ш сравнемие его с каждым из друрел метолюв 
в отдельности Нроблеилх релмется в нем более обще, на- 
ибимер, чем в методе исчезающих величин А перед метоь 
дом инределов он: обладает тем преимуществом, что в’ нер- 
вам дозволяетея оперировать. лишь отнозменияч, нрелелами, 
в силу чего .он люмается тех способов комбинирования 
и преобразевамия неконечных количеств, которые как раз 
обеспечивают анализу ета: силу. 


2 
У Карно. остается, такие образом, олна пеелелняя задата 
доказать полную строгость исчисления бесконечно малых. 
Основной принлию Лейбниц востулируе что конечную 
величину в вычислениях можно заменить другою, если они 
6% 
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отличаются между собой бесконечно мало. Сам творец ана- 
лиза, говорит Карно ($ 30), и его ученики ограничились, 
однако, лишь. тем, что показали на деле величайшую пло- 
дотворность этого принципа. Они по существу не дали тео- 
ретического доказательства его применимости и неё решили 
окончательным образом основного вопроса — есть ли этот 
метод абсолютно точный или же лишь способ приближен- 
ных вычислений, а помимо того, не дали удовлетвори- 
тельного- определения бесконечно малого количества. Что 
касается бесконечно малого, то уже ‚указывалось, что для 
Карно оно является очень простым и вполне рациональным 
понятием, освобожденным от тех противоречивых свойств, 
какие ему приписывались прежде. Он`на первой же стра- 
нице: книги откидывает туманное представление о нем, «кото- 
рое составляется обыкновенно», и определяет бесконечно 
малое как «величину, которую можно сделать сколь угодно 
малой», не изменяя конечных количеств, отношения между 
которыми ищут ($ 1). И 4хи 4у— диференциалы' — беско- 
нечно малые единственно потому, что сколь малыми себе 
нх ни мыслить, их можно рассматривать еще меньшими. 

Иллюстрацией хода мыслей Карно могут служить некото- 
рые встречающиеся в «Размышлениях» примеры. 

Требуется определить у окружности радиуса г, с центром С 
подкасательную ТР. Линия ВСР. служит осью абсцисс, 
а началом координат является р — точка пересечения оси 
абсцисс и окружности. Касательная проходит через. точку 
М (х, У) и пересекается с осью абсцисс в Г1, 

Геометрически легко показать, исходя из подобия треуголь- 
ниРов СРМ и МРТ, что Тр== МЕ У 

СР г—х 
шенно точное равенство. Для аналитического решения за- 
дачи Карно поступает так. В точке М проводится секущая, 


. Это совер- 


1 Любопытно известное сходство этого примера с приме- 
ром Беркли 
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пересекающяяся с окружностью в точке А и осью хв 7”, 
Из точек А и М опускаются на ось абсцисс перпендичуляры 
Ю$ и МР, из М опускается на Ю$ перпендикуляр М7 и 
доказываются без труда равенства: 

МЕ 


ГР= МР (1) 


М2 _ +82 О 
в2= т—х— М2 ) 


(так как произведения отрезков хорд, пересекающихся в 
окружности, равны). Представим себе теперь, что прямая Ю$ 
перемещается параллельно самой 
себе по направлению к МР, тогда, 
очевидно, 1' будет приближаться 
к Г, причем отрезок Т’Г может 
быть сделан сколь угодно малым, 
если только достаточно сблизить 
точки ВЮ и М. В равенстве (1) пре- 
небрежем ТТ’, частью Т’Р, точно 
так же в правой части равенства 
(2). откинем уменьшающиеся при 
сближении точек Ю и М величины 
М2 и Ю7. Обе совершенные нами 
ошибки могут быть сделаны сколь Фиг. 2. 
угодно малыми. Здесь Карно де- 
лает основное допущение: он прецполагает, что получён- 
М2 МЕ У 
ные им неверные уравнения ТР = МР-ру и = 
справедливы, и получает из них известное уже решение 
ТР = У" › 
г—х 

Интегральное исчисление, по Карно, также опирается на 
применение этого метода «компенсация ошибо‹», как и весь, 
впрочем, анализ, Если, например ($ 8.)), мы пишем, что площадь 
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„АМР, ограниченная параболою, уравнение которой у?-= рх, и 
осью абсцисс, определяется равенством АМР = Е Е. АУ С, 


то мы совершаем ошибху, ибо интеграл есть лишь сумма 
трапеций РМОО и отличается от площади «МР на сумму 
всех криволинейных треугольников ММО. Точно так же 
2 о 2уз 
неточно и утверждение, что — \ у 4у = —. 
р Зр 
Но мы принимаем неверные уравнения за правильные 
и находим строго точное решение задачи: 


— [> с—2 
АМР= 3. Е му+С= + С. 


Существо анализа бесконечно малых и сводится, согласно 
Карно, к тому его парадоксальному свойству, в сизу ко- 
торого ‘он из неверных посылок извлз- 
кает абсолютно достоверные следствия. 
Анализ — вовсе ме способ сппроксимации, 
и полученные © его помощью кояеч- 
ные результаты не заключают даже и 
бесконечно малой погретиностя — он есть 
искусство вспомогательного употребле- 
ния бесконечно малых колячеств для ра- 

Фиг. 8. зыскания соотношений, существующих 
между предложенными количествами. 

В чем же, собственно говоря, дело? Чем объясняется та- 
кая замечательная способность нового метода? Карно дает 
На это следующий ответ. Очевидно, — говорит он, — анали- 
зируя пример с‘подкасательной, что ошибка, если она тольх 


2 
ы с’ вытекающем из уравне- 


имеется в уравнении ГР — > 
нений (1) и (2), может быть сделана сколь угодно малой, 
ибо таковыми могут быть сделаны ‘погрешности этих исход- 
цых уравнений, и она зависит (если она существует, опять- 
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таки) от расстояния межлу точками Ми Ю. Но это невоз- 
можно, ибо точка 1 фиксирована совершенно определенно, 
и все четыре количества г, х, у и ТР также определены и 
не могут изменяться в зависимости от величины дугн МЮ. 
Компенсация ошибок и проявляется в том, что в конечном 
решении отсутствуют величины МС, ЮЙ и аГ. 

В немногих параграфах Карно методически излагает основ- 
ные элементы своей системы. Все величины, которыми опе- 
рирует анализ, он делит на два класса. В первый входят 
«озпаченные количества» — постоянные и те переменные, 
которым мы придаем определенные размеры. Эти количества 
являются в задаче данными или искомыми. Ко второму от 
носятся «количества неозначенные», размеры которых не 
фихсируются на протяжении всего процесса вычисления: к 
ним принадлежат бесконечно большие и малые и все, так 
сказать, становящие я величины, вроде суммы конечного 
числа и бесконечно малого и т. п. В соответствии с этим и 
уравнения разбиваются на две группы. В противополо жность 
абсолютно точным уравнениям между означенныма величи- 
нами он называет «несовершенчыми» такие, «строгая точ- 
ность которых не доказана, но о которых известно, что 
погрешность, если только она существует, может быть пред- 
положена сколь угодно малой» ($ 33). Исчислениг бесзо- 
нечно малых и состоит в образования взамен точных уравне- 
ний несовершенных, обязательно при этом элиминирующихся 
в ходе вычислений. 

Сформулировав задачи и метод исчисления бесконечно 
малых и определив ряд других понятий (бесконечно боль- 
шого, порядка малости величины и т. д.), Карно устанавливает 
следующий фунламентальный принцип: разность двух вепро- 
иззольных количеств есть количеств непроизвольное. Затем 
он выводит пять основных теэрем о свойствах означенных 
и бесконечно малых количеств, по существу созпадающих 
с начальными теоремами созременного анализа. В заклю- 
чение им выставляется следующая теорема, «содержащая 
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всю теорию бесконечного»: «итобы быть уверенным, что 
какое-нибудь уравнение является необходимо и строго точ- 
ным, достаточно убедиться, во-первых, в том, что оно было 
выведено из истинных или по крайней мере несовершенных 
уравнений при посредстве таких преобразований, которые 
не лишили их характера по меньшей мере несовершенных 
уравнений, и, во-вторых, в том, что оно не заключает в себе 
более ни одного неконечного количества, т. е. какого-нибудь 
количества, отличного от тех, соотношения между которыми 
предлагалось найти» ($ 34). Теорема доказывается тем, что 
ошибки результирующих уравнений, в силу ее первого 
условия, если и существуют, то могут быть сделаны сколь 
угодно малыми, т. е. в худшем случае эти уравнения будут 
несовершенными (а не абсолютно ложными); между тем, 
согласно условию второму, результирующие уравнения не 
содержат неозначенных количеств и поэтому не могут быть 
и несовершенными; следовательно, они безусловно точны. 

В последующем изложении Карно дает определения дифе- 
ренциала и интеграла, доказывает некоторые основные 
теоремы обоих исчислений, снабжая теорию многочислен- 
ными примерэзми, и бегло останавливается на вариационном 
исчислении. 

Та самая компенсация ошибок, о которой говорили Беркли, 
Лагранж и др., снова, таким образом, встречается у Карно. 
«Анализ есть не что иное, как исчисление компенсирующихся 
погрешностей». Но имеется кое-что специфическое в отно- 
шении Карно к компенсации. У Карно мы имеем дело не 
просто с чисто числовой компенсацией погрешностей. Ком- 
пенсация приобретает особый, качественный, так сказать» 
характер. Величины становящиеся принимаются за ставшие, 
неравенства принимаются за равенства. Неправильные, взр- 
нее, не вполче правильные («несовершенные», по термино- 
логии Карно), исходные уравнения доставляют истинные 
результаты в процессе своеэбразного «снятия». И вместе 
с тем в этом оригинальном явлении Карно видит не недо: 


ИДЕИ ОБОСНОВАНИЯ АНАЛИЗА в ХУШ ВЕКЕ 73 


статок анализа и не объяснение случаЯной достоверности 
отдельных доказательств, а как раз его движущее, творче- 
скоз начало; противоречие, узаконенное и возведенное в 
причцип, оказывается прогрессивным, ведет науку вперед1. 

Несомненной заслугой Карно была борьба с направленными 
против исчисления бесконечно малых устремлениями его 
времени. Он оказался одним из «организаторов победы» не 
только революции, но и того научного переворота, который 
полготовлялся в ХУШ в., а совершен был в ХХ в. Нельзя 
не оценить достаточно высохо ту принципиально-теорети- 
ческую постановку проблемы обоснования анализа, какая 
им была дана, значение его попыток строго дедуктивного, 
систематического изложения его начал и те четкие форму- 
лировки, которые он дает в определении бесконечно малой 
величины и других. Несомненное значение имеет и раздель- 
ный анализ теории флюксий и теории пределов, показы- 
вающий, что их можно брать независимо друг от друга. 
Но вместе с тем в воззрениях Карно гнездятся и серьезные 
недостатки. Уже исходное представление его об интегралах 
и диференцчалах как о становящихся приближенных вспо- 
могательных выражениях, обязательно исчезающих из ко- 
нечных результатов, плохо согласуется с той важнейшей 
идеей Лейбница, согласно которой новое исчисление есть 


1 Любопытно, что Гегель, посвятивший в «Науке логики» 
проблеме обоснования анализа несколько десятков страниц, 
несмотря на известную свою’ антипатию к Ньютону, опре- 
деленно высказывается все же в пользу английского уче 
ного против воззрений Лейбница, развиваемых и защи* 
щаемых Кгрно. Книга Карно, правда, получает у Гегеля 
высокую оценку. «Объяснения, которые Карно дает методу 
бесконечных величин, являются наиболее очищенным и ясно 
изложенным изо всего, что содержится в вышеупомянутых 
представлениях», — говорится в «Науке логики». Некоторые 
идеи Карно симпатичны Гегелю. Так, ему импонирует мне- 
ние Карно, что различные течения анализа принципиально 
равнозначны. По Гегелю также различные трактовки основ- 
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анализ трансцемдентных величины. Как правильно замечает 
И. Тимченко 1 «неопределенные вспомогательные диферен- 
циалы Карно, непременным Условием законного существо- 
вания которых является их исчезновение из конечных опре- 
деленных результатов, не могут быть зведены как элементы 
выражений Ш фепе 4$ для таких результатов в областн 
трансцендентных величин без существенных изменений в 
самих принципах теории Карно». Далее, у Карно по сути 
дела отсутствуег полное объяснение компенсации ониибок, 
Хотя он и доказывает, что ошибки в конечных уравнениях, 
из которых элиминированы «неозначенные количества», т. е. 
бесконечно малые, не будет, и этим роз{ фасииа узакони- 
ваег отбрасывание последних, Но он не выясняет ло коинца 
причин, обосновывающих необходимость этого отбрасываиия 
и оправдывающих его. И он не мог заметить этих яричиы, 
ибо они коренятся как раз в предельных переходак 2. 


ных почятий анализа лишь более (Ньютон) или менее (Лейб- 
ниц) совершенным образом выражают понятие истинного 
математического бесхонечного. Но в основном позиция 
автора «Размытяечий» Гегеля не уховлетворяет. «При пе- 
реходе к самым действиям, — пишет в «Науке логики» Ге- 
гель, —и у него (т. е. Карно) выступают более или менее 
обычные представления о бесконечной малости опускаемых 
членов сра®нительно с другими. Он оправлывает метод 
более фактом правильности его результатов и нользою, 
приносимою для упрощения и сокращения вычисления 
употреблением. как он их называет, ыесовершенных уразв- 
нений, т. е. таких, в которых допулцено такое графметн- 
чески неверное опущение, чем природою самого дела». {См. 
«Наука логики», пер. Н. Г. Дебольского, ч. [, стр. 177—118). 

1 См. И. Тимченко, цит. соч., стр. 367. 

2 Виванги правильно указывет, что «Карно устанаваи- 
вает точность лейбницева метода, опираясь на два сообра- 
жения: неопределенность дифэренциалов и компенсацию 
погрэшностей. Пранцип, из которого он исходит, справед- 
лив вполне, но прием его можнэ замечательным ‚образом 
упростить. ибо для полного подтверждения метода Лейд- 
ница достаточно одной неопределенности диференциачов; 
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Главная черта труда Карно — в его двойственности. Зер- 
кало конца эпохи — «Размышления» выпукло рисуют фило- 
софию математики на континенте и ее колебания перед 
зкачалом нового веха и новой эры в истории математики. 
Одной стороной своей они обращены к прошлому. Вышед- 
шие в 1796 г., сто лет спустя после первого учебника 
исчисления бесконечно малых, «Размышления» подводят итоги 
работе лейбницевой математики и резюмируют Х\УШ в. 
Карно дает нуждавшемуся в обосновании анализу ту основу, 
которая наиболее близка по духу практике исчисления 
бескунечно ‘малых и ее враждебной теории пределов фило- 
софской настроенности. Он объясняет получение истинных 
результатов из ошибочных положений, не устраняя ничего 
из обычно инфинитезимальной системы и начего не при- 
бавляя к ней — якобы извне, от Ньютона, — притом объяс- 
няет <о свойственной не одному ему в то врзмя прагмати- 
ческой точки зрения. С другой стороны, хотя ‘и в меньшей 
степени, «Размышления» служат преддверием ХХ в. Дело 
здесь не только в ясности постановки вопроса, определений 
и пр. Дело еще в том, что, несмотря на недоверие к методу 
пределов, который, как бонтся Карно, мешает пользоваться 
теми зыражениями, которые «обеспечивают анализу беско- 


компенсация погрешностей является лишь следствием по- 
следней». (См. вышеназванную статью Виванти, стр. 12). 
Несколько далее итальянский историк математики про- 
должает: «Это заметил, без сомнения, Коши, наше \- 
ший что достаточно определить точным и подходящим 
образом бесконечно малое, чтобы рассеять все сомнения от- 
носигельно строгости инфинитезимальчого метода. И он 
определил бесконечно малое как переменную величину, 
имеющую пределом нуль, что позволило тотчас же доказать 
эту основную лемму, до того служившую камнем прет‹нове- 
ния для прочности великого здания, всзведенного Лейбни- 
цем». Аналогичное определение бесконечно малого имелось 
и у самого Карно ($ 131), но наличия его одного было, 
очевидно, недостаточно. Необходимо было глубокое со- 
четание теории пределов и инфинитезимального алгорифма. 
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нечно малых его силу», этотубежденный лейбницианеч при- 
знает его силу и формально-логическую прочность и близость 
понятий предела и бесконечно малого. Он даже указывает, 
что «если бы метод пределов было бы всегда столь же 
легко употреблять как и обыкновенный анализ бесхонзчно 
малых, то он мог бы казаться предпочтительным, иотому 
что тогда он обладал бы тем преимуществом, что приво- 
дил бы прямым и всегда ясным путем к тем же самым 
результатам» ($ 135). Карно нужно было сделать одил шаг, 
и он бы увидел, что обоснование анализа гораздо проще, 
глубже и плодотворнее можно осуществить © помощью 
мегода пределов. Более того, истинный смысл всех его 
пяти теорем и основной теоремы о бесконечном заключается — 
как было сказано — по существу в переходе к пределу. Но 
как бы там ни было, его «Размышления» прошли мимо 
этих, не вполне созревших идей, и честь создания нового 
фундамента математики не выпала на долю Карно. 

ЖХ в., как известно, пошел в другом направлении. Не 
побоявшись объединить идеи обеих школ, предел и алго- 
рифм исчисления бесконечно малых, Коши и иные ученые 
создали то стройное здание анализа, в котором новые ло- 
гические трещины появились лишь много десятилетий, чуть ли 
не век спустя — почти на наших глазах. 
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стремлюсь познать, в чем состоит истин- 
ный дух исчисления бесконечно малых’ 
размышления, которые я предлагаю по 
этому предмету, распределены в трех гла- 
вах: в первой я излагаю общие принципы 
анализа бесконечно малых, во второй я исследую, 
каким образом этот анализ был приведен к алгорифму 
через открытие диференциального и интегрального 
исчислений, в третьей я сравниваю этот анализ с лру- 
гими методами, которые могут его заместить, как 
метод исчерпывания, метод неделимых, метод неопре- 
деленных и так далее. 


пи ИЕЕИНЕНЕНИНЕНИНИНИНИ. — чья 


ТЛАВА ПЕРВАЯ 


ОБЩИЕ ПРИНЦИПЫ АНАЛИЗА БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ 


1. Нет ни одного открытия, которое произвело 
бы в математике столь счастливый и быстрый пере- 
‚ворот, какой был сделан анализом бесконечно малых; 
‚ни одно другое открытие не доставило более простых 
и более действительных средств для проникновения 
в познание законов природы. Расчленяя тела, так 
сказать, на их составные элементы, оно как бы 
показало их внутрензее строение и образование. Но 
так как все крайнее ускользает от чувств и вообра- 
жения, то оказалось весьма трудным составить сезе 
истинное представление об этих элементах, особых 
видах бытия, которые то играют роль истинных 
количеств, то должны рассматриваться как абсолютное 


6 Карно 
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НИЧТО И ПО своим двусмысленным свойствам как бы 
занимают среднее место между величиной и нулем 
между бытием и небытием *. 


По счастью эти трудности не повредили успеху 
открытия: существуют такие первичные идеи, кото- 
рые всегда оставляют в» сознании некоторую неяс- 
ность, но первые же следствия которых, однажды из 
них извлеченные, открывают поле, обширное и легкое 
для исследования. Таковой явилась идея бесконечности, 
и многие математики, нисколько, быть может, не 
углубившие ее понятия, весьма удачно использовали 


* Я здесь имею в виду те неопределенные идеи, которые 
обыкновенно составляют себе о величинах, называемых 
бесконечно малыми, когда не берут на себя труда иссле- 
довать их природу; но в действительности нет ничего более 
простого, чем точное понятие величин этого рода. Что пред- 
ставляет собой, на самом деде величина, называемая бес- 
конечно малой в математике? Не что иное, как величину, 
которую можно сделать сколь угодно малой без того, 
чтобы было необходимо при этом подвергать измене- 
ниям те величины, соотношение между которыми ищут. 

Каковы, например, те величины, соотношение между 
которыми желают получить в случае кривой? Это, не говоря 
о параметрах, координаты, нормали, подкасательные, радиусы 
кривизны и т. д. Так вот, Ах и 4у являются величинами 
бесконечно малыми не потому, что их рассматривают на 
самом деле как очень малые, — что совершенно безраз- 
лично, — но потому, что их рассматривают способными 
становиться еще меньше, сколь малыми бы их ни предпо- 
ложили сначала, без того, чтобы было необходимо изменять 
значения других величин, о которых мы только что гово- 
рили и соотношение между которыми мы ищем. 
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ее. Между тем, философы не могли удовольствоваться 
столь неопределенной идеей: они пожелали докопаться 
до принципов, но при этом у них самих обнаружился 
раскол в их мнениях или, скорее, в их способе рас- 
смотрения предмета. Целью данного произведения 
является сблизить эти различные взгляды, показать 
их взаимоотношения и предложить новые. 

2. Часто встречающееся затруднение точно выра- 
зить при посредстве уравнений различные условия 


Из одного этого определения следует, что всяким беско- 
нечно малым количеством можно в процессе вычисления 
пренебрегать по сравнению с количествами, соотношение 
между которыми отыскивается, нисколько не влияя этим на 
результат вычисления. 

В самом деле, если, например, в процессе вычисления 
пренебрегают 4х или Ду по сравнению с каким-нибудь из 
количеств, соотношения между которыми отыскиваются, как 
х или у, то ошибка, которую при этом совершают, является 
сколь угодно малой, потому что всегда возможно сделать 
4х и 4у сколь угодно малыми. Следовательно, если бы эта 
ошибка отражалась на результате, то ее можно было бы, 
уменьшая все более и более значения 4х и Ау, ослабить 
сколь угодно; следовательно, этот результат необходимо 
содержал бы 4х и у или какие-нибудь их функции, чего, 
как известно, нет и не может быть, потому что эти коли- 
чества не входят в число тех, соотношение между которыми 
ищется: они участвуют в вычислении только как величины 
вспомогательные, и вычисление считается законченным толь- 
ко тогда, когда эти вспомогательные количества из него 
исключены. Следовательно, истинный характер бесконечно 
малых количеств заключается в следующих двух их свой- 
ствах: 1) они всегда могут быть сделаны сколь угодно ма- 
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проблемы и решить эти уравнения могло породить 
первые идеи исчисления бесконечно малых. В самом 
деле, когда бывает слишком трудно найти точное 
решение вопроса, то представляется естественным 
искать, по крайней мере, возможно болышее прибли- 
жение к нему, пренебрегая теми количествами, кото- 
рые затрудняют выкладки, если только можно пред- 
видеть, что от этого в результате вычислений. про- 
изойдет лишь незначительная ошибка. Так, напри- 
мер, будучи в состоянии только с большим трудом 
открывать свойства кривых, придумали рассматривать 
их как многоугольники с большим числом сторон. 


лыми, 2) они могут быть еделаны такими без того, чтобы 
надо было непременно изменять в то же время значение 
количеств, соотношение между которыми ищется. Лишь по 
недостатку внимания ко второму из этих свойств столь 
долго оставляли без прямого и удовлетворительного ответа 
те обманчивые (сарЧеих) возражения, когорые втоль часто 
возобновлялись против точности лейбницева метода. Потому 
что вовсе не дают прямого ответа, когда в каждом отдельном 
случае ограничиваются вскрытием совпадения результатов 
этого метода с результатами других строгих методов, как 
метода исчерпывания, метода пределов или обыкновенной 
алгебры. Поступать так — это значит обходить трудность 
и, так сказать, отнести к числу второстепенных методов 
тет метод, который должен занимать первое место как по 
самой строгости своей теории, не уступающей в этом отно- 
шении никакому другому методу, так и по простоте своего 
приложения, благодаря которой он неоспоримо господствует 
над всеми другими известными до настоящего времени 
приемами. 
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В самом деле, если представить себе, например, круг 
и вписанный в него правильный многоугольник, то 
очевидно, что хотя эти две фигуры всегда различны 
и не могут никогда стать тождественными, но они 
становятся все более и более похожими, по мере 
того как число сторон многоугольника увеличивается 
что, далее, их периметры, их поверхности, тела, 06- 
разованные вращением их около данной оси, линии, 
аналогично проведенные внутри и внё этих фигур, 
углы, образованные этими линиями, и т. п. если 
и не равны взаимно, то тем более приближаются 
к равенству, чем больше становится это число сторон; 
откуда следует,.что, предполагая это число сторон 
очень большим, можно без ощутительной ‘ошибки 
приписать описанному кругу те свойства, которые 
булут найдены у вписанного многоугольника '. 

Сверх того, по мере увеличения числа сторон этого 
многоугольника, величина каждой из них, очевидно, 
уменьшается, и, следовательно, если предположить, 
что многоугольник действительно состоит из очень 
большого числа сторон, то можно также сказать, 
что каждая из них действительно очень мала. 

Таким образом, если в процессе вычисления слу- 
чайно встретилось бы особое обстоятельство, при 
котором можно было бы весьма значительно упро- 
стить действия, пренебрегая, например, одной из 
этих малых сторон по сравнению с данной линией, 
например, радиусом, т. е. употребляя в вычислении 
эту линию вместо того количества, которое было бы 
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равно сумме, составленной из этой линии и упомя- 
нутой малой стороны, то ясно, что это без затруд- 
нения можно было бы сделать, потому что вызван- 
ная этим ошибка оказалась бы крайне малой и не 
заслуживала бы труда по выяснению ее величины. 
3. Пусть, например, требуется в данной точке М 
(фиг. 1) окружности МВО провести касательную. 
Пусть С будет центр круга, ОСВ — ось, ОР=х— 
г. абсцисса точки М, МР=у— 
соответствующая ей ордината, а 
ТР — искомая подкасательная. 
Чтобы найти ее, рассмотрим 
к* круг как многоугольник с очень 
болышим числом сторон. Пусть 
ММ будет одной из этих сторон; 
продолжим ее до оси; очевидно, 
что это и будет искомая касатель- 
ная, потому что эта линия не про- 
Фиг. 1. никает внутрь многоугольника. 
Опустим, сверх того, перпендикуляр МО на №), 
параллельную МР, и назовем а радиус круга; тогда, 
очевидно, мы будем иметь: 


7 


< 


МО _ ТР %. 
МО у 

С другой стороны, так как уравнение кривой для 
точки М есть уу=2ах — хх, то для точки № оно 
представится в следующем виде 3: 


(у+ №} =2а(х+ МО) — (х+ МО). 


МО: №О :: ТР: МР, или 
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Вычитая из этого уравнения первое, найденное для 
точки М, и производя преобразования, мы получим: 


МО _ _2У- № 
№МО `` 2а—2х — МО* 


Приравнивая эту величину то к той, которая быча 


найдена вышё, и умножая на у, получаем: 


ТР = 7 №) 

2а—2х — МО° 

Следовательно, если бы МО и М№О были известны, 
мы получили бы искомую величину ТР. Но коли- 
чества МО и МО весьма малы, потому что каждое 
из них меньше, чем сторона ММ, которая, по пред- 
положению, сама весьма мала. Следовательно (2)%, 
можно пренебречь без ощутительной ошибки этими 
количествами по сравнению с количествами 2у и 2х — 
—2а,„ к которым они прибавлены. Следовательно, 
у? 


а—х' 


что и требо- 


уравнение приводится к ТР= 


валось найти. 

4. Если этот результат и не является абсолютно 
точным, то, по крайней мере, очевидно, что на прак- 
тике он может приниматься за таковой, потому что 
количества МО и №О чрезвычайно малы. Но человек, 
совершенно не имеющий представления об учении 
о бесконечностях, будет, быть может, весьма удивлен, 
у? 


а— х 


если ему скажут, что уравнение ТР = не только 


весьма близко к истинному, но в действительности 
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совершенно точно. Между тем в этом легко удосто- 
вериться, определяя ТР из того принципа, что каса- 
тельная в конце радиуса нерпендикулярна к нему, 
ибо очевидно, что подобные треугольники СРМ 
и МРТ дают СР: МР:: МР:ТР, откуда следует: 


как и было найдено выше. 

5. В качестве второго примера предположим, что 
требуется определить площадь данного круга. 

Рассмотрим снова окружность как правильный 
многоугольник с большим числом сторон. Площадь 
любого правильного многоугольника равна произве- 
дению его периметра на половину перпендикуляра, 
опущенного из центра на одну из сторон; следова- 
тельно, если рассматривать круг как многоугольник 
с болышим числом сторон, то его площадь должна 
быть равна произведению его окружности на поло- 
вину радиуса, — предложение не менее точное, чем 
найденный выше результат. 

6. Таким образом сколь неопределенными и мало 
точными ни кажутся, может быть, выражения очень 
большое и очень малое или другие им эквивалентные, 
но из двух предшествующих примеров видно, что их 
все же не без пользы применяют в математических 
рассуждениях и что их употребление может оказать 
больпую помощь для облегчения решения различных 
возможных вопросов. Действительно, если только 
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допустить эти понятия, то все кривые можно будет 
подобно окружности рассматривать как многоуголь- 
ники с большим числом сторон, все поверхности 
можно будет разбить на множество полос или зон, 
все тела на очень малые тела, одним словом, все 
количества можно будет разложить на части той же, 
что и они, природы. Отсюда происходит много невых 
взаимоотношений и новых сочетаний и, судя по 
вышеприведенным примерам, легко представить себе те 
возможности, которые должно открыть перед матема- 
тикой (са!си!) введение этих элементарных количеств. 

7. Но польза, которую они приносят, еще гораздо 
более значительна, чем можно было сначала ожидать, 
ибо из приведенных примеров следует, что то, что 
первоначально рассматривалось только как просто 
приближенный метод, приводит, по крайней мере 
в некоторых случаях, к совершенно точным резуль- 
татам. Поэтому было бы интересно суметь различать 
те случаи, при которых это происходит, свести к ним, 
поскольку возможно, другие и, таким образом, пре- 
вратить этот метод приближения в совершенно точное 
и строгое исчисление. В этом и состоит предмет 
анализа бесконечно малых. 

8. Рассмотрим сначала, каким образом получилось, 
что, пренебрегая МО и М№О в л найденном выше 


(3) уравнении 
— У@у- №) 
ТР —МО’ 


мы нисколько не нарушили справедливости результата 
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или, вернее, каким образом получается, что этот 
результат стал точным благодаря уничтожению этих 
количеств, и почему он не был таким прежде. 

Очень просто объяснить себе то, что произошло 
при решении рассмотренной выше задачи. Заметим 
прежде всего, что раз было ложно то предположение, 
из которого мы исходили (потому что ведь абсолютно 
невозможно рассматривать Круг как настоящий мно- 
гоугольник, каково бы ни было число его сторон), 
то от этого предположения должна была проистекать 
некоторая ошибка в уравнении 


— У(2У+ №) 
ТР _ 2а—2х— Мо* 
а 
С другой стороны, так как результат ТР = - —- | 


тем не менее совершенно точен, как это доказывается 
через сравнение двух треугольников СРМ и МЕТ, то 
в указанном уравнении можно пренебречь МО и №; 
это даже должно сделать для исправления вычисления 
и уничтожения той ошибки, которая была вызвана 
исходным ложным предположением. Следовательно, 
пренебрегать количествами этого рода не только 
представляется позволительным в подобном случае, 
но это необходимо и это является единственным 


способом точно выразить условия задачи. 

у 
а-—х 
получился только благодаря компенсации ошибок. 
Эту компенсацию можно выявить еще отчетливее, 


исследуя рассмотренный выше пример несколько по- 


9. Таким образом точный результат ТР= 
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другому, а именно, рассматривая круг как настоящую 
кривую, а не как многоугольник. 

Для этого через точку Ю, произвольно взятую на 
каком-нибудь расстоянии от точки М, проведем линию 
Ю$, параллельно линии МР, и через точки Аи М про- 
ведем секушую АТ. Тогда, очевидно, мы будем иметь: 

ГР: МР:: МЕ: ЮА, 
ИЛИ 
ТР = ТР + ТТ= МР =>. 


Если теперь мы вообразим, что Ю5 движется па- 
раллельно самой себе, непрерывно приближаясь к МР, 
то очевидно, что точка Т’будет одновременно при- 
ближаться все больше и больше к точке Т и что, 
значит, можно будет принять линию Т’Т сколь угодно 
малой, не нарушая вышеустановленной пропорции. 
Следовательно, если я пренебрегу в только что най- 


денном ‘уравнении количеством Т’Т, то, хотя от этого 


и произойдет ошибка в уравнении ТР-ТЕ . МР, 


в которое перейдет тогда первое уравнение, но эта 

ошибка может быть сколь угодно уменьшена, если 

заставить Ю$ должным образом приблизиться к МР, 

т. е. правая и левая части последнего уравнения 

будут отличаться друг от друга сколь угодно мало. 
Подобным же образом мы имеем: 


М2 _ _2у-+ КЕ 
Юй 3а-—2х— МГ’ 


И это уравнение является совершенно точным, каково 
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бы ни было положение точки Ю, т. е. каковы 
бы ни были величины МА и Ю2. Но чем более Ю$ 
будет приближаться к МР, тем меньше будут стано- 
виться линии М7 и ЮХ, и, следовательно, если пре- 
небречь ими во второй части уравнения, то ошибка, 
получающаяся от этого в уравнении 


МЕ _ У 
В2` а—х’ 


в которое тогда оно перейдет, как и выше, может 
быть сделана столь малой, как это потребуется. 

Поэтому, не заботясь об ошибках, которые я всегда 
могу сколь угодно уменьшить, я рассматриваю оба 
найденных уравнения 


— МРМ МЕ _ у 
ТР = МР 5; |. Вах 


как совершенно точные; подставляя в первое уравне- 


ние значение из другого, я получаю в резуль- 


у? 
ах‘ 

Этот результат является совершенно точным, по- 
тому что он согласуется с тем, который был получен 
через сравнение треугольников СРМ и МРТ, а между 
тем уравнения 


ВР 


тате, как и выше, ТР = 


М2 МЕ _ у 
Увх и вх, 


из которых он был получен, оба являются безусловно 
ложными, потому что расстояние от ЮФ до МР не 
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предполагалось ни равным нулю, ни даже очень ма- 
лым, а просто равным какой-нибудь произвольной 
линии. Следовательно, совершенно необходимо, что- 
бы ошибки взаимно погашались через сравнение двух 
ошибочных уравнений. 

10. Таким образом наличие взаимно погашающихся 
ошибок является прочно установленным и вполне 
доказанным фактом. Теперь требуется его объяснить 
и отыскать признак, по которому можно было бы 
распознавать, что в вычислениях, подобных пре- 
дыдущему, имеет место компенсация, а также 
найти средства произвести ее в каждом отдель- 
ном случае. 

Для этого достаточно заметить, что так как ошибки, 
допущенные в уравнениях 


М2 М7 у 


ТР=Ух и Ваау, 


могут быть сделаны сколь угодно малыми, то та 
ошибка, которая имела бы место в результирующем 


уравнении ТР= могла бы, равным образом, 


ах’ 
быть сделана сколь угодно малой, и что она зави- 
села бы от произвольного расстояния линий МР 
и АЮ5. Но это не так, потому что точка М, через 
которую должна проходить касательная, дана, и ни 
одно из количеств а, х, у, ТР в этом уравнении 
не является произвольным; следовательно, на са- 
мом деле никакой ошибки в этом уравнении быть 
не может, 
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Отсюда следует, что компенсация ошибок, заклю- 
чавшихся в уравнениях 

Ю2 ЮГ а-х’ 
обнаруживается в результате тем, что в нем отсут- 
ствуют количества МС и ЮЙ, которые причиняли 
эти ошибки. Следовательно, после того как эти коли- 
чества ввели в вычисления для облегчения выражения 
условий задачи и приняли их в уравнениях, которыми 
выражены эти условия, ради упрощения уравнений, 
исчезающими (пиШез) по сравнению с данными коли- 
чествами, — после этого остается только исключить их 
из тех уравнений, в которых они могут еще находиться, 
чтобы заставить исчезнуть те ошибки, которые они 
породили, и получить совершенно точный результат. 

11. Словом, творец метода мог притти к своему 
открытию благодаря очень простому рассуждению: 
если вместо предложенного количества, мог бы он 
сказать себе, я употребляю в вычислении другое 
количество, которое не равно первому, то отсюда 
проистечет некоторая ошибка, но если разность между 
употребляемыми одно вместо другого количествами 
произвольна и если я волен сделать ее сколь угодно 
малой, то эта ошибка не будет опасна. Я могу даже 
без всякого неудобства допустить за раз несколько 
подобных ошибок, потому что я всегда могу сооб- 
щить моим результатам ту степень точности, кото- 
рую я пожелаю. Более того, может случиться, что 
эти ошибки взаимно скомпенсируются и что, таким 
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образом, мои результаты окажутся совершенно точ- 
ными. Но как произвести эту компенсацию во всех 
случаях? Для этого требуется небольшое размышление. 
В самом деле, мог бы сказать изобретатель, пред- 
положим на момент, что желаемая компенсация имеет 
место, и посмотрим, в чем она должна обнаружиться 
в результате вычисления. Ведь естественно, что если 
исчезнут количества, которые причинили эти ошибки, 
то должны исчезнуть и самые ошибки, ибо такие 
количества, как Ми АЙ, будучи по предположению 
произвольными величинами, не должны более входить 
в те формулы или результаты, которые не произ- 
вольны и зависят не от воли вычислителя, но един- 
ственно от природы тех вещей, соотношение между 
которыми предлагалось выразить при посредстве этих 
результатов. Следовательно, признаком, свидетель- 
ствующим о наличии желаемой компенсации, является 
отсутствие тех произвольных количеств, которые 
порождали эти ошибки; и, значит, для получения 
этой компенсации необходимо только исключить эти 
произвольные количества. 

Постараемся теперь придать этим идеям подобаю- 
щую им точность и общность. 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


12. Количества разделяются вообще на количества 
постоянные и переменные. 

Количества, которые называют Постоянными или 
определенными, суть те, значения. которых предпола- 
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гаются вполне установленными; а переменными или 
неопределенными количествами называют такие, кото- 
рым, напротив того, можно последовательно припи- 
сывать различные значения. 

Надо, однако, заметить, что выражение «перемен- 
ные количества» не следует брать в абсолютном 
смысле, потому что количество может быть более 
или менее неопределенным, более или менее произ- 
вольным; и именно на различных степенях этой не- 
определенности, которая вообще бывает свойственна 
количеству, покоится весь анализ и, в частности, та 
отрасль его, которую называют анализом бесконечно 
малых (апа]узе шНиН6зипа!е) 5. 

13. Я разделяю все количества, допускаемые при 
вычислении, на три класса: 

1) те, которые являются определенными и неизмен- 
ными по самой природе вопроса, 

2) те, которые, будучи сначала переменными, при- 
нимают затем определенные значения благодаря по- 
следующим соглашениям или гипотезам, 

3) наконец, те, которые должны оставаться всегда 
неопределенными. 

К первому из этих трех классов принадлежат те 
количества, которые называются постоянными, или 
данными (4оппбез), как, например, параметры кривых. 
Ко второму — обыкновенные переменные, как, напри- 
мер, координаты кривых, подкасательные, нормали 
и т. п., которым приписывают те или другие опре- 
деленные значения, когда хотят открыть их свойства 
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или соотношения. К третьему классу принадлежат 
количества, которые, будучи более или менее неза- 
висимыми от количеств двух первых классов, остаются 
также более или менее произвольными дэ тех пор, 
пока вычисление не будет вполне закончено; их 
я назову по этой причине количествами всегда 
перем нныли. 

Но хотя количества этого третьего класса и оста- 
ются всегда переменными, они все же не вполне 
произвольны. Подобно тому как простые переменные, 
составляющие второй класс, связаны с постоянными, 
составляющими первый класс, при посредстве извест- 
ных уравнений или условий, в силу которых они 
могут изменяться только по известным законам, — 
подобно этому и количества всегда переменные свя- 
заны с обыкновенными переменными и данными как 
через посредство самих условий вопроса, так и через 
посредство гипотез, на которых основано вычисление 
так что они могут изменяться только известным спо- 
собом. 

14. Бесконечно малым количеством я называю 
всякое количество, которое рассматривается как не- 
прерывно убывающее, так что оно может стать сколь 
угодно малым без того, чтобы при этом необходимо 
было изменить те количества, соотношение между 
которыми отыскивается. 

Когда хотят найти соотношение между известными 
предлагаемыми количествами, из которых одни по- 
стоянны, другие переменны, то рассматривают общую 
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систему как достигшую определенного состояния, 
которое считается установленным: потом эту уста- 
новленную систему сравнивают с другими состояниями 
той же системы, которые рассматриваются как не- 
прерывно приближающиеся к первому до тех пор, 
пока не будут отличаться от него сколь угодно мало. 
Следовательно, эти другие состояния системы являются 
сами по себе только вспомогательными системами, 
которые вводятся для того, чтобы облегчить сравне- 
ние между частями первой. Разности между количе- 
ствами, соответствующими друг другу во всех этих 
системах, можно предположить сколь угодно малыми, 
не производя изменений в количествах, которые со- 
ставляют первую систему и отношение между кото- 
рыми мы ищем. Поэтому эти разности относятся к ка- 
тегории количеств, которые мы называем бесконечно 
малыми: ведь они рассматриваются как непрерывно 
убывающие и могущие стать сколь угодно малыми 
без того, чтобы необходимо было для этого какое- 
нибудь изменение в значениях тех количеств, соотно- 
шение между которыми ищется. 

Единица, разделенная на бесконечно малое коли- 
чество, есть то, что называют количеством бесконеч- 
ным, или бесконечно большим. 

Под именем количеств неконечных (ш|и$1- 
1а1ез) понимают количества бесконечные и беско- 
нечно малые. 

Анализ неконечных величин есть не что иное, как 
искусство пользоваться помощью неконечных ко- 
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личеств для открытия отношений, существующих 
между предложенными количествами. 

15. Прежде всего ясно, что в качестве простых 
вспомогательных средств все эти называемые неконеч- 
ными количества, а также любые их функции необ- 
холимо должны быть исключены из результатов 
вычисления, потому что эти результаты должны быть 
только выражением соотношений, предписанных усло- 
виями` предложенного вопроса, и могут содержать 
только те количества, между которыми существуют 
эти соотношения. Следовательно, количества, которые 
употреблялись только в качестве вспомогательных, 
не должны уже больше в них встречаться. Их при- 
влекли в начале вычисления только для облегчения 
выражения условий, но когда это выполнено, они не 
могут уже оставаться в формулах и, значит, необхо- 
димо должны быть из них исключены. Кроме того, 
по самому их существу эти количества можно 
употреблять только в качестве вспомогательных, по- 
тому что они по своей природе всегда являются 
переменными, даже когда бывают заданы определен- 
ные значения тем количествам, соотношение между 
которыми должен выражать результат вычисления. 
И если бы они находились в этом результате, то они 
сделали бы его изменяющимся, в то время как он 
должен оставаться твердо установленным. Между тем 
результаты этого нового анализа не могут быть 
отличными от результатов анализа обыкновенного. 
Поэтому, так как последний не допускает количеств 
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неконечных, то необходимо, чтобы те количества, 
которые могут быть допущены в первом, в конце 
концов, всегда исключались. 

16. Из предыдущего видно, что количества, назы- 
ваемые в математике б2сконечно малыми, не являются 
ни действительно исчезающими (асфаеПетепё пиПез) 
количествами, ни даже количествами действительно 
меньшими, чем те или иные определенные величины, 
а только количествами, которым условия данного во- 
проса и предположения, на которых основывается вы- 
числение, позволяют до тех пор, пока вычисление не 
будет совсем выполнено, оставаться переменными, 
причем они уменьшаются непрерывно, пока не сде- 
лаются сколь угодно малыми, без того, чтобы пред- 
ставлялось необходимым изменять в то же время зна- 
чения тех количеств, соотношение между которыми 
желают получить. Только в этом и состоит истинный 
характер количеств, которым дано имя бесконечно 
малых, а вовсе не в той малости, которой они будто 
бы должны были действительно обладать, согласно 
их наименованию, и не в абсолютной ничтожности 
(пиПиё), которую им можно было бы приписать. Мы 
видим, таким образом, что понятие бесконечно малых 
совершенно просто и свободно от всякой неопределен- 
ной или спорной идеи. 

17. Желая быть кратким, я буду понимать в пе- 
следующем под именем количеств означенных (469- 
2п6ез) все те количества, которые составляют два 
первых класса, о которых мы уже говорили (13), т. е. 
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все те количества, которые служат предметом обыкно- 
венного анализа и соотношение между которыми же- 
лают получить или которые могут входить в резуль- 
тат вычисления. Напротив, количествами неозна- 
ченными (поп 94651е16е$) я назову все количества, 
составляющие третий класс, т. е. те, которые остаются 
всегда переменными и, следовательно, более или ме- 
нее независимы от количеств первых двух классов. 
Так, например, к неозначенным количествам должны 
быть отнесены и количества бесконечно малые и бес- 
конечно большие; и на основании данных выше опре- 
делений легко видеть, что количества бесконечно 
малые суть не что иное, как неозначенные коли- 
чества, которые рассматриваются как постепенно и 
одновремено убывающие, пока они не станут сколь 
нам угодно малыми. 

18. Применим все вышесказанное к уже рассмот- 
ренному примеру. 

Радиус МС, будучи данным (фиг. 1), является ко- 
личеством определенным с самого начала по самой 
природе вопроса, т. е. он есть количество означен- 
ное и принадлежит к первому классу из тех, о кото- 
рых мы говорили (13). 

Линии ОР, МР, ТР, МТ сначала — переменные 
и становятся определенными только благодаря после- 
дующему предположению, что касательная должна 
проходить через точку М; но когда это предположе- 
ние уже принято, все эти количества должно рассма- 
тривать как твердо установленные до самого конца 
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вычисления, т. е. они суть тоже количества означен- 
ные и принадлежат ко второму классу из тех, о ко- 
торых мы говорили (13). Таким образом эти количе- 
ства, которые являются не чем иным, как координа- 
тами, касательной и подкасательной кривой в точке М, 
вместе с постоянной МС и количествами, которые 
являются какими-нибудь их функциями, составляют 
общую систему количеств означенных, т. е. тех, соот- 
ношение между которыми ищется и которые одни 
только и могут входить в результат вычисления 
и быть предметом обыкновенной алгебры. 

Напротив, линии ОДО, МО, ТО, Г'О, МА, ЮЁ ит. п. 
принадлежат к числу тех, которые мы назвали коли- 
чествами неозначенными и которые, оставаясь всегда 
переменными, образуют третий из названных нами 
классов (13). Действительно, мы всегда вправе сделать 
ЮГ и М2 сколь угодно малыми, не изменяя значения 
количеств означенных, о которых мы выше говорили, 
так что количества М2 и Ю7 принадлежат к тем, 
которые мы называем бесконечно малыми, другие же 
количества Л©, МО, То, ТР, ТО являются, очевидно, 
функциями этих бесконечно малых количеств и, равным 
образом, остаются всегда перзменными и, следова- 
тельно, принадлежат к числу тех, которые мы назы- 
ваем количествами неозначенны.ми. 

19. Два каких-нибудь количества называются беско- 
нечно мало отличающимися друг от друга (тЯттет 
реи 4 Н6ге{е$),когдачастное от деления одного на другое 
отличается от единицы на количество бесконечно малое, 
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Говорят, что одно количество является бесконечно 
малым относительно другого количества, когда 
отношение первого ко второму есть количество беско- 
нечно малое. И обратно, второе в этом случае назы- 
вается бесконечным или бесконечно большим отно- 
сительно первого. 

Отсюда следует, что какое-нибудь количество, даже 
будучи само бесконечно малым, может быть беско- 
нечно большим относительно другого количества, 
и обратно, даже количество бесконечно большое мо- 
жет оказаться бесконечно малым относительно пру- 
гого. Например, если предположить, что х бесконечно 
мало, то х* будет количеством бесконечно малым от- 
носительно первого, * хотя это первое само является 
бесконечно малым, потому что отношение второго 
к первому есть х, которое по предположению есть 
количество бесконечно малое. 

Подобным же образом, если Х представляет собой 
количество бесконечно большое, оно все-таки будет 
бесконечно малым относительно Х^, потому что отно- 
шение этого последнего к первому будет Х, кото- 
рое по предположению есть количество бесконечно 
большое. 

20. Исходя из указанного факта, можно распреде- 
лить неконечные количества по различным порядкам. 
Если х, например, принимается за бесконечно малое 
количество первого порядка, то х будет бесконечно 
малым количеством второго порядка, хЗ — бесконечно 
малым количеством третьего порядка и`т. л, 
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Подобным же образом, если Х принимается за 
бесконечно болыное количество первого порядка, то 
Х* будет бесконечно большим количеством вто- 
рого порядка, ХЗ — бесконечно большим количеством 
третьего порядка и т. д. 

Два количества какого бы то ни было порядка 
называются количествами одного порядка, когда их 
отношение есть количество конечное. 

Всякий раз, когда два каких-нибудь количества 
складываются вместе или вычитаются одно из другого, 
причем одно оказывается бесконечно малым относи- 
тельно другого, то это последнее называется количе- 
ство и главным (рипсрае), а первоз — количеством 
второстепенным (ассеззойе). Так, например, в сумме 
Х-х количеств, о которых только что шла речь, 
Х есть количество главное, х — количество второсте- 
пеннсе; в сумме х--х* главное количество есть х, 
х? — количество второстепенное. 

21. Так как очень важно, чтобы данные выше раз- 
личные понятия были хорошо усвоены, то мы оста- 
новимся еще на некоторых относящихся к эгому 
вопросу подробностях. 

Цель всякого вычисления состоит в нахождении 
соотношений, существующих между известными задан- 
ными количествами. Но затруднения при непосред- 
ственном нахождении этих соотношений часто по- 
буждают прибегать к посредничеству некоторых 
других количеств, которые не входят в предложенную 
систему, но которые благодаря их связи с первыми 
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(количествами) могут служить в качестве посредствую- 
щих (пиегтеайе$) между ними. Поэтому сперва вы- 
ражают существующие между всеми ими соотношения, 
а после, для того чтобы получить искомые соотно- 
шения, существующие непосредственно между одними 
заданными количествами, исключают из вычисления 
те, которые участвовали в нем как вспомогательные. 

Если между этими вспомогательными количествами 
находятся количества такой природы, что их всех 
вместе можно сделать сколь угодно малыми, не из- 
меняя вместе с тем заданных количеств, то это обстоя- 
тельство дает при случае место весьма важным упро- 
щениям, и именно из таких упрощений выросла от- 
расль исчисления, называемая анализом бесконгчно 
малых. Последний есть не что иное, как искусство 
выбирать между подобными вспомогательными коли- 
чествами наиболее подходящие в различных случаях, 
пользоваться ими наиболее выгодным способом для 
выражения условий различных вопросов и затем ис- 
ключать эти самые количества для того, чтобы в фор- 
мулах оставались только те количества, соотношения 
между которыми хотели узнать. 

22. Представим себе теперь какую-нибудь систему 
количеств, из которых одни постоянны, другие пере- 
менны, и пусть требуется найти какие-либо существую- 
щие между ними связи или соотношения. 

В качестве исходного пункта наших рассуждений 
возьмем общую систему в каком-нибудь определенном 
состоянии, которое мы будем рассматривать как твердо 
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установленное. Исследуем соотношения, которые су- 
ществуют между различными количествами этой твердо 
установленной системы. Эти количества и количества. 
зависящие от них, мы называем количествами 
означенными (17). 

Рассмотрим теперь предложенную систему в каком- 
нибудь новом, отличном от первого состоянии. Так 
как каждое из количеств, которые теперь ее составят, 
будет вспомогательным, раз это новое состояние 
и воображается только для того, чтобы легче было 
найти соотношения между количествами, составляю- 
щими первую систему, то назовем это новое состоя- 
ние системы системой вспомогательной. 

Представим себе, наконец, что эта вспомогательная 
система постепенно приближается к первой так, что 
все составляющие ее вспомогательные количества 
одновременно приближаются к соответствующим им 
означенным количествам первой системы, причем 
представляется возможным одновременно предположить 
все их взаимные разности сколь угодно малыми. Тогда 
эти взаимные разности и будут тем, что мы назвали 
количествами бесконечно малыми (14). 

Так как количества этой второй системы являются 
чисто вспомогательными, то они не могут входить 
в результат вычисления, потому что этот результат 
выражает соотношения, существующие только между 
теми количествами, которые составляют первую сис- 
тему. Отсюда следует, что количества бесконечно 
малые, 9 которых мы только что говорили, а также 
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все их функции необхоцимо должны быть исключен- 
ными Из этого самого результата. 

29. Теперь я спрашиваю себя, что бы произошло, 
если бы в процессе вычисления мы встретили какое- 
нибудь постоянное количество, сложенное с одним 
из этих бесконечно малых количеств, и если бы, при- 
няв во внимание, что это последнее количество можно 
предположить сколь угодно малым, в то время как 
первое не изменяется, мы пренебрегли им для упро- 
щения вычислений как не имеощим никакого значе- 
ния по сравнению с первым количеством. 

Естественным заключением, несомненно, было бы 
то, что порожденную таким образом ошибку можно 
всегда сделать сколь угодно малой, если все более 
и более уменьшать произвольчое значение пренебре- 
гаемого количества. 

Но для этого надо, чтоби либо само это произ- 
вольное значение, либо же некоторые из его функций 
входили в результат данного вычисления; иначе оно 
не имело бы на него никакого влияния и, следова- 
тельно, не могло бы служить его исправлению через 
свое последовательное умень:пение. 

Следовательно, отсутствие его в результате является 
доказательством того, что ошибка исправилась сама 
собой, потому что, если бы она еще существовала, 
то по ходу вычисления она могла бы быть только 
бесконечно малой; но она не может быть таковой, 
так как в результате не содержится бесконечно ма- 
лого количества; следовательно, ошибка, допущенная 
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в процессе вычислений, должна была исчезнуть каким- 
нибудь способом. Следующие предложения это строго 


докажут. 
Основной ПРИНЦИП 


24. Два непроизвольных (поп ат Игагез) количества 
могут отличаться между собой только на непро- 
извольное количество. 

Доклздатель‘ство. Так как оба заданных количе- 
ства не являются произвольными, то ничего нельзя 
изменить ни в том, ни в другом; следовательно, ни- 
чего нельзя изменить и в их разности; следовательно, 
эта разность непроизвольна. Что ц требовалось 
доказа пь. 

Королларий 1 

26. Два непроизвольных количества в точности 
равны, если их услозно-предполагаемую (ргёеп4ие) 
разность можно считать сколь угодно малой. 

В самом деле, пусть Р и © будут два данных не- 
произвольных количества. Мы только что видели, что 
их разность не может быть произвольной; следова- 
тельно, ее нельзя считать сколь угодно малой, ибо 
это противоречит прелположению. Следовательно, 
эта условно-предполагаемая разность не существует. 
Следовательно, два предложенных количества Ри © 
в точности равны. 


Королларий П 


26. Для того чтобы убедиться, что два означен- 
ных количества в точности равны, достаточно 00- 
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казате, что их разность, если она существует, 
не может быть количеством означенным. 

В самом деле, количества означенные являются не- 
произвольными; следовательно, их разность не может 
быть произвольной; следовательно, эта разность необ- 
ходимо есть количество означенног. Таким образом 
для доказательства того, что эта разность не суще- 
ствует и что, следовательно, количества равны между 
собой, достаточно доказать, что если бы она суще- 
сгвовала,‚ то она не могла бы быть количеством 
означенным. 


Королларий Ш 


27. Всякое значение, которое можно сделать 
сколь угодно близким к истинному количеству, ко- 
торое оно представляет, ничего не изменяя для 
этого ни в том, ни в другом, является необходимо 
и строго точным. 

В самом деле, так как не нужно ничего изменять 
ни в заданном количестве, ни в его значении, для 
того чтобы сделать это последнее сколь угодно близ- 
ким к первому, т. е. для того, чтобы они отличались 
друг от друга сколь угодно мало, то и то и другое 
можно рассматривать как твердо установленные и, 
значит, как непроизвольные. 

Таким образом они подходят под действие корол- 
лария П. 

Следовательно, они необходимо и в точности равны 
между собой. 


110 ЛАЗАРЬ КАРНО 


Королларий ТУ 


28. Всяким колицеством, которое можно пред- 
положит» сколь угодно малым, можно пренебречь 
как совершенно исчезающил (пиЦе) по сравнению со 
всяким другим количеством, которое нельзя подобно 
первому предположить сколь угодно малым, причем 
ошибки, которые могут возникнуть при этом в про- 
цессе вычисления, не оказывают никакого влияния 
на конечный результат, если только все произволь- 
ные количества будут из него исключены. 

В самом деле, если количествами, которые можно 
предположить сколь угодно малыми, пренебречь как 
совершенно исчезающими, когда они прибавляются 
и отнимаются от других количеств, которые нельзя 
предположить сколь угодно малыми, то очевидно, что 
ошибки, которые могут возникнуть при этом в про- 
цессе вычислений или оказать воздействие на резуль- 
тат, можно также предположить сколь угодно малыми; 
следовательно, в этом результате останется нечто 
произвольное, что противоречит предположению, по- 
тому что все произвольные количества предполагаются 
совершенно исключенными. 


Королларий У 


29. Всяким количгством, отношение которого 
№ другому количеству ложет быть предположено 
сколь угодно малыи, можно пренебречь как совер- 
шенно исчезающим по сравнению с этим последним, 
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причем ошибки, которые могут при этом возник- 
нуть в процессе вы“ислений, не оказывают никакого 
влияния на Конечный результат, если только все 
произвольные количества из него исключены. 

Этот королларий есть только обобщение предше- 
ствующего. В королларии [У предполагалось, что 
количества, в сравнении с которыми можно прене- 
брегать другими, сами не могут быть предполагаемы 
сколь угодно малыми. В королларии \У допускается, 
что и те и другие могут быть сделаны сколь угодно 
малыми, но что вместе с тем отношение одних к дру- 
гим также может быть предположено сколь угодно 
малым. Вследствие этого, каковы бы ни были те 
и другие из этих количеств, я утверждаю, что теми 
из них, отношение которых к другим может быть 
предположено Сколь угодно малым, можно по сравне- 
нию с последними пренебречь. Доказательство при 
этом то же самое, что и для короллария [\, ибо 
очевидно, что если бы вследствие этого пренебреже- 
ния и возникли какие-либо ошибки, то их всегда 
можно было бы сколь угодно уменьшить или в про- 
цессе вычислений, или в его результате; но в послед- 
нем этого сделать нельзя, потому что тогда в него 
необходимо входило бы нечто произвольное, что про- 
тивно предположению, так как все произвольные 
количества предполагаются исключенными. 

30. Предшествующие предложения заключают всю 
теорию анализа бесконечно малых, потому что именно 
те количества, которые, согласно предположениям, 
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лежащим в основе вычисления, могут быть сделаны 
сколь угодно малыми — чего нельзя сделать с другими 
количествами общей системы, — мы и назвали бгко- 
нечно малыми, и ими-то, следовательно, и можно 
пренебречь в процессе вычисления, как это мы видели 
выше, не затрагивая этим результата его. 

Лейбниц, который первый установил правила исчис- 
ления бесконечно малых $, обосновал его на том прин- 
ципе, что если две конечных величины отличаются 
между собой только на бесконечно малое количество, 
то можно по желанию пользоваться одной из них 
вместо другой. Этот принцип обладал преимуществом 
крайней простоты и весьма легкой применимости. 
Его усвоили как своего рода аксиому и удовлетво- 
рились взглядом на эти бесконечно малые количества 
как на количества меньшие, чем все те, которые мо- 
гут быть оценены и постигнуты воображением. Вскоре 
этот принцип совершил чудеса в руках самого Лейб- 
ница, братьев Бернулли, Лопиталя и др. Однако он 
не был недоступен возражениям; Лейбница упрекали 
1) в том что он употребляет выражение «бесконечно 
малые количества» без предварительного их опреде- 
ления; 2) в том, что остается несколько неясным, рас- 
сматривает ли он сам свое исчисление как абсолютно 
строгое, или как простой метод приближения. 

Знаменитый творец нового исчисления и известные 
ученые, которые восприняли его идеи, удовольство- 
вались тем, что при посредстве решения труднейших, 
задач обнаружили плодотворность принципа, постоян- 
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ное согласие его результатов с результатами обык- 
ногенного анализа и его превосходство над последним. 
Эти непрерывные успехи доказывали неопровержимым 
оэразом, что все возражения были только внешне 
правдоподобными; но эти ученые все же не дали на 
них прямого ответа, и основная трудноеть осталась 
неразрешенной. Есть истины, которые сразу пора- 
жают все строго мыслящие умы, но точное доказа- 
тельство которых долго ускользает даже от самых 
даровитых из них. 

«Лейбниц, — говорит Даламбер, — смущенный воз- 
ражениями, которые, как он чувствовал, можно сде- 
лать относительно бесконечно малых количеств в том 
виде, в каком их рассматривает диференциальное 
исчисление, предпочел свести свои бесконечно малые 
просто к несравнимым, а это уничтожило бы геоме- 
трическую точность исчисления». 

Но если в чем Лейбниц и ошибался, то един- 
ственно высказывая сомнение в точности своего соб- 
ственного анализа, если только он в действитель- 
ности имел эти сомнения, что ни в какой степени 
не представляется вероятным. Он мог ведь ответить: 

1) Вы меня спрашиваете, что означает выражение 
«количества бесконечно малые (шНийё$тае$)». Я за- 
ЯРЛЯЮ, ЧТО Я не разумею под ними каких-то мета- 
физических и отвлеченных видов бытия (ёез ш@а- 
рнузаиез$ её абз#фа!з), на что как будто указывает 
их сокращенное наименование, но реальные произ- 
вольные количества, которые я могу сделать сколь 


$ Карно 
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угодно малыми без того, чтобы я был принужден 
в ТО же время изменять те количества, соотношения 
между которыми хочу найти. 

2) Вы меня спрашиваете, является ли мое исчисле- 
ние совершенно точным и строгим. Я утверждаю: 
да, — если только я сумел исключить из него коли- 
чества бесконечно малые, о которых я только что 
говорил, и если я привел его к такому виду, чтобы 
в нем содержались только обыкновенные алгебраиче- 
ские количества. До этого момента я рассматриваю 
мое исчисление только как простой метод приближе- 
ния. Те, кто в целях примирения строгости исчисле- 
ния в процессе всех его операций с простотой моего 
алгорифма стали рассматривать бесконечно малые 
количества как абсолютно исчезающие (пиПез), не 
могут все же обойтись без того исключения (6Нпипа- 
Ноп), о котором я только что говорил. И, не оспа- 
ривая справедливости их метафизических соображений, 
я утверждаю, что они ничего не выигрывают по сра- 
внению со мной в простоте приемов, остающихся 
теми же самыми, но что они зато наталкиваются на 
другое затруднение: все члены их уравнений одно- 
временно исчезают, и для вычислений им остаются 


0 
одни нули и неопределенные отношения вида ° Не 


лучше ли принять мои бесконечно малые количества 
такими, как я сразу их определил, т. е. как меньшие, 
чем любая возможная (папа Ме) величина? Разве 
легче представить себе, что такое чистые нули? И если 
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рассматривать мои неощутимые (тарргбс1аез) коли- 
чества как химерические; то разве их нельзя было 
бы сравнивать друг с другом не хуже, чем эти чи- 
стые нули? Лучше ли вы представляете мнимое коли- 


чество вида (И —1, чем количество неощутимое? 
А между тем колеблетесь ли вы сказать, что отно- 


— — а 
шение а и! кФУ —1 есть $? Не полна ли вся ма- 


тематика подобными загадками? И не эти ли загадки 
как раз существенно отличают анализ от синтеза 
и даже доставляют первому драгоценные свойства, 
которыми не обладает второй? Если я вас спрошу, что 
означает уравнение, в которое входят мнимые выра- 
жения, как, например, в неприводимом уравнении 
третьей степени, то вы мне ответите, что это урав- 
нение может служить к познанию истинных значений 
неизвестной только тогда, когда посредством каких- 
либо преобразований достигнут исключения из него 
мнимых количеств. Я вам отвечаю то же самое от- 
носительно своих неощутимых количеств; я употребляю 
их только как вспомогательные. Я признаю, что мое 
исчисление является строго точным только тогда, 
когда я достиг исключения их всех; до тех пор оно 
неё закончено и не пригодно к применению. Но разве 
ваше исчисление является таковым, прежде чем вы его 
освободили от всех ваших нулей? Более того, стоя на 
этой новой точке зрения на вопрос, т. е. рассматривая 
мои вспомогательные количества не как абсолютно бес- 
конечно малые, а только как неопределенно(т@6Нпипеп{) 


8* 
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малые, я ограждаю свой анализ от каких бы тб ни 
было придирок; я превращаю его в метод не при- 
ближения, но компенсации, т. е. в метод, который 
соединяет легкость простого приближенного вычисле- 
ния с точностью самых строгих методов, и этим по- 
казываю, что он есть не что иное, как тот же самый 
метод исчерпывания, приведенный лишь к алгорифму. 
Я знаю, что его можно заместить (зирр!6ег) самым 
методом исчерпывания, или методом пределов, или 
даже одной обыкновенной алгеброй, но надо знать, 
способны ли эти другие методы объединить в такой 
же степени, что и мой, простоту с плодотворностью. 
Я здесь сошлюсь на знаменитых математиков, кото- 
рые, предлагая другие методы в теории, на практике 
пользуются моим. 

31. Но если полезно устранить ненужные тонкости, 
которые скорее могут затормозить движение науки 
вперед, чем дать ей лучшее основание, то все же 
необходимо твердо и непосредственно обосновать 
принципы, на которых основываются, и приемы, ко- 
торыми пользуются. Первое условие, которое над- 
лежит выполнить в математике, —это быть точ- 
ным, второе — быть ясным и, насколько возможно, 
простым. 

Есть, например, люди, которые думают, что дают 
достаточное обоснование принципу анализа беско- 
нечно малых при помощи следующего рассуждения: 
очевидно, говорят они, и всеми признано, что те 
ошибки — если только они существуют, — которые по- 
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рождают приемы анализа бесконечно малых, всегда 
можно предположить сколь угодно малыми. Очевидно 
еще и то, что всякая ошибка, которую можно пред- 
положить сколь угодно малой, вовсе не ошибка; ибо, 
если можно ее предположить сколь угодно малой, 
то ее можно предположить равной нулю. А тогда 
результаты анализа бесконечно малых являются 
совершенно точными. 

На первый взгляд правдоподобное, это рассуждение, 
однако, нисколько не справедливо: ибо нельзя утвер- 
ждать, что раз можно сделать ошибку сколь угодно 
малой, то будто бы можно сделать ее совершенно 


несуществующей. Например, уравнение В = = == (9 ) 


является уравнением всегда ложным, хотя ошибку 
в нем и можно сделать сколь угодно малой, все более 
и более уменьшая количества М7, Ю7. Ведь для того 
чтобы эта ошибка совершенно исчезла, надо было 
бы довести эти количества М7 и АЙ до абсолютного 


0 
нуля; но тогда уравнение привелось бы к © = =) =, 


т. е. уравнению, которое, конечно, нельзя назвать. 
в точности ЛОЖНЫМ, но Которое ничего не выражает, 


потому что — есть количество неопрехеленное. Таким 


0 
образом волей-неволей становишься перед альтернати- 
вой или допустить ошибку, хотя бы и сколь угодно 
малую, или же притти к ничего не выражающей 
формуле. В этом именно и состоит гордиев узел ана- 


лиза бесконечно малых. 
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32. Другие ограничиваются тем, что рассматривают 
количества, называемые бесконечно малыми, как не- 
сравнимые (тсотрагаМез) в том смысле, в каком, на- 
пример, песчинка по своей малости несравнима с зем- 
ным шаром. Тогда, говорят они, допущенные ошибки 
являются неощутимыми, и, следовательно, ими в ре- 
зультате вычисления можно вполне пренебречь. 

Но с этой точки зрения анализ бесконечно малых 
был бы только приближенным методом, между тем, 
как вполне известно, он абсолютно строг. 

Это сравнение песчинки с земным шаром может 
быть, однако, полезным для облегчения выражения 
условия задачи, указывая, чем можно пренебречь. 
Но в окончательных уравнениях не должно существо- 
вать ошибки даже размером в песчинку. Она должна 
исчезнуть как раз благодаря тому, что была допу- 
щена не один лишь раз в продолжение вычисления; 
но несколько раз и в противоположных смыслах, от- 
чего происходит необходимая компенсация, безусловно 
обнаруживающаяся в окончательных уравнениях бла- 
годаря исключению всех произвольных количеств. 

39. Я полагаю, что достаточно выяснил точность 
принципов лейбницевского анализа бесконечно малых; 
но для того чтобы сделать их применение более лег- 
ким, я считаю нужным осветить их еще несколько 
по-другому. Я называю несовершенным уравнением 
(ваиаНоп ипрайаЦе) всякое уравнение, строгая точность 
которого не доказана, но относительно которого, 
однако, известно, что если в нем существует ошибка, 
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то ее можно предположить сколь угодно малой. 
Иначе, чтобы сделать это уравнение совершенно точ- 
ным, достаточно подставить вместо РХОДЯщих в него 
количеств или только вместо некоторых из них дру- 
гие количества, отличающиеся от них бесконечно мало. 

Согласно этому определению ясно, что несовершен- 
ные уравнения можно подвергать различным преоб- 
разованиям, не лишая их характера несовершенных 
уравнений, как, например, переносить члены из одной 
части в другую, умножать или делить обе части на 
равные количества, возводить их в одинаковые сте- 
пени или извлекать из них одинаковые корни. 

Более того, вместо каких-либо входящих в них 
количзств можно подставлять другие, отличающиеся 
от них бесконечно мало, пренебрегать бесконечно 
малыми количествами по сравнению с количествами 
конечными и вообще количествами второстепенными 
по сравнению с количествами главными; причем эти 
уравнения не теряют от этого своего первоначаль- 
ного характера, по крайней мере, несовершенных урав- 
нений, которые могут, наконец, стать точными черзз 
компенсацию ошибок. 

Важно отметить то обстоятельство, что накопление 
этих ошибок, вместо того чтобы все более и более 
отдалять от цели, состоящей в приведении этих не- 
совершенных уравнений к абсолютной точности, как 
это первоначально, кажется, должно было бы произойти, 
напротив, способствует достижению этого самым 
коротким и самым простым путем, ибо, устраняя по- 
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следовательно эти неудобные, посторонние добавле- 
ния и направляя свое внимание единственно только 
на то, чтобы не лишить уравнения их основного ха- 
рактера, достигают, наконец, благодаря полному ис- 
ключению Есего, что было в них произвольного, их 
абсолютного освобождения от какого-либо элемента 
бесконечности. Тогда в них останутся только те ко- 
личества, соотношения между которыми желали по- 
лучить. После этого можно сказать ‚что вся теория бес- 
конечности как бы заключается в следующей теореме. 


Георема 


34. Для того чтобы быть уверенным, что ка- 
кое-нибудь уравнение является необходимо и строго 
точным, достаточно убедиться: Т) что оно было 
выведено из уравнений истинных или, по крайней 
мере, несовершенных при посредстве таких преобра- 
зований, которые не лишили их характера, по 
крайней мере, несовершенных уравнений; 2) что оно 
больше не заключает ни одного неконечного коли- 
чества, т. е. какого-нибудь количества, отличного 
от тех, соотношение между которыми пуедлага- 
лось найти. 

Доклздатвльство. Так как по прецположению 
преобразования, которым могли были быть подверг- 
нуты исходные уравнения, не лишали их характера 
уравнений, по крайней мере, несовершенных, то эти 
уравнения могуг содержать в себе только ошибки, 
способные стать сколь угодно малыми. 
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Но, с другой стороны, эти уравнения уже не могут 
быть более из числа тех, что мы называли несовер- 
щенными, потому что эти последние могут существовать 
только между количествами, которые содержат в себе 
нечто произвольное, так как по самому их опреде- 
лению ошибка в них может быть предположена сколь 
угодно малой. Но по предположению все произвольные 
количества являются исключенными, так как остаются 
только те, соотношения между которыми предлага- 
лось найти. 

Следовательно, новые уравнения не могут быть ни 
абсолютно ложными, т. е. содержащими в себе те 
ошибки, которых нельзя было бы сделать сколь угодно 
малыми, ни теми, которые я назвал несовершенными. 
Следовательно, они необходимо и строго точны. Что 
и требовалось доказать. 


Королларий Г 


85. Будут ли уравнения, о которых идет речь, вы- 
ражены при посредстве алгебраических символов или 
же они будут заменены предложениями, выраженными 
на обыкновенном языке, предшествующее доказатель- 
ство все равно сохраняет с=ою силу. Следовательно, 
если для достижения решения какого-нибудь вопроса 
строят свои рассуждения на таких предложениях, что 
ошибки, которые могли бы из них воспоследовать, 
являются сколь угодно малыми, и если, в конце концов, 
переходя от следствий к следствиям, достигают пред» 
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ложений, освобожденных от какого-либо элемента 
бесконечности и, сл-довательно, от всякого произ- 
вольного количества, то эти последние предложения 
будут необходимо и строго точны. 


Королларий П 


36. Из теоремы и из предыдущего короллария 
следует, что анализ бесконечно малых сводится к трем 
моментам, которые, если их строго соблюдать, при- 
водят при помощи самых простых из всех известных 
способов всегда к совершенно точным результатам. 
Именно, для этого следует: 

1) Выражать условия предложенного вопроса либо 
через точные уравнения, либо, по крайней мере, че- 
рез несовершенные уравнения или при посредстве 
предложений, им равносильных. 

2) Преобразозывать эти уравнения или предложе- 
ния различными способами, не лишая их никогда их 
первоначального характера уравнений, по крайней мере, 
несовершенных. 

3) Направлять эти преобразования к тому, чтобы 
совершенно освободить уравнения от количеств не- 
конечных и каких-нибудь их функций, так чтобы 
всецело исключить их из результатов вычисления. 

37. Заканчивая изложение учения о компенсации 
ошибок, я считаю себя вправе гордиться мнением, 
которое высказал по поводу его великий человек, не 
давнюю потерю которого оплакивает весь ученый мир- 
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а именно Лагранж. Вот что говорит он по этому 
вопросу в последнем издании своей «Теории анали- 
тических функций» 7. 

«Мне кажется, что когда, пользуясь общеупотре- 
бительным диференциальным исчислением, рассматри- 
вают и действительно пользуются при вычислениях 
бесконечно малыми или же предполагаемыми беско- 
нечно малыми количествами, то истинная метафизика 
этого исчисления состоит в том, что ошибка, выте- 
кающая из этого ложного предположения, исправ- 
ляется и компенсируется той, которая рождается из 
самых приемов вычисления, следуя которым при ди- 
ференцировании сохра'яют только бесконечно малые 
-количества того же самого порядка. Например, когда 
рассматривают кривую как многоугольник с беско- 
нечно большим числом сторон, из которых каждая 
бесконечно мала и имеет своим продолжением ка- 
сательную к кривой, то, очевидно, при этом делают 
ошибочное предположение; но ошибка исправляется 
в вычислении благодаря производимому в нем опу- 
щению бесконечно малых количеств. Это можно легко 
обнаружить на отдельных примерах, но этому, может 
быть, трудно дать общее хоказательство». 

В этих словах вся моя теория изложена с ботль- 
шей ясностью и точностью, чем я мог бы сам это 
сделать. Независимо от того, трудно или нет дать 
этому общее доказательство, истинная метафизика ана- 
лиза бесконечно малых в том виде, в каком его упо- 
требляют и в каком все математики признают необ- 
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ходимым его употреблять благодаря легкости вычи- 
слений, состоит, согласно мнению знаменитого уче- 
ного, Которого я только что процитировал, в принципе 
компенсации ошибок. И я думаю, что я ничего не 
упустил ни в точности, ни в общности того доказа- 
тельства, которое я дал. 

38. Все вышеизложенное заключает только общие 
принципы анализа бесконечно малых. Прежде чем по- 
казать, как эти общие принципы были приведены 
Лейбницем к алгорифму, который и сообщил им ха- 
рактер правильного исчисления, мы их применим к не- 
которым частным примерам. То, о чем мы говорили, 
относится еще к синтезу и обыкновенному анализу, 
но этот новый синтез является уже сам по себе чрез- 
вычайно важным и ценным, и если бы древние об- 
ладали им вместо метода исчерпывания, который он 
замещает, то они в высшей степени упростили бы 
свои работы и, вероятно, продвинули бы свои от- 
крытия гораздо дальше, чем они это сделали: ибо 
они употребляли свои усилия на преодоление тех трул- 
ностей, которые немедленно устраняются одним 
понятием бесконечности. 

Что касается употребления, которое может сделать 
из этого понятия обыкновенный алгебраический ана- 
лиз, отвлекшись от свойственного ему алгорифма, то, 
если кто желает знать пользу, которую можно при 
этом извлечь, пусть прочитает «Введение в анализ 
бесконечно малых» * Эйлера, и он будет поражен 
мощью подобного орудия в умелых руках. 
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Задача [ 


89. Провести касательную к обыкновенной ци- 
клоиде. Пусть (фиг. 2) АБВ будет обыкновенной ци- 
клоидой, производящим кругом которой является Ега Е. 
Основное свойство этой циклоиды состоит в том, 
что для какой-нибудь точки т часть тр ординаты, 
заключенная между кривой и производящей окруж- 
ностью, равна дуге Ер этой окружности 3. 

Проведем в точке р этой окружности касательную 
РТ и постараемся найти точку Т, в которой эта ка- 
сательная пеёресечется 
с касательной цикло- 
иды т. 

Для этого я прово- 
жу новую ординату 74, 
бесконечно близкую к 
первой тр, и через 
точку т — линию тг, 
параллельную малой дуге ра, которую я так же, как 
и тп, рассматриваю как прямую линию. 

Очевидно, что два треугольника’ тиг и Ттр по- 
добны, и, следовательно, мы будем иметь: 


тг: тг: : Тр: тр. 
Но так как из свойств циклоиды следует, что 
Е4=п71 и Ер=отр, то, вычитая второе .из этих 
равенств из первого, мы получим: 
Е9—Ер=п4 — тр, 


откуда 
24 =п +, ИЛИ ШГ — ПГ, 
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Следовательно, из найденной выше пропорции мы 
получим Тр==т? или Тр =Бр, т. е. что подкасатель- 
ная Тр всегда равна соответствующей дуге Ер. Так 
как это предложение свободно от какого-либо элемента 
бесконечности, то оно необходимо и строго точно. 


Задача П 


40. Доказать, что 0в2 пирамиды с одинако- 
выми основаниями и одинаковой высотой равны 
по объему. 

Представим себе, что эти две пирамиды разделены 
на одинаковое число бесконечно тонких слоев, парал- 
лельных их основаниям и соответственно равных между 
собой по толщине. Сравним два соответствующих 
слоя, взятых один в первой, другой во второй из этих 
пирамид. Я прежде всего утверждаю, что эти два 
слоя могут только бэсконечно мало отличаться друг 
от друга. 

В самом деле, каждый из этих слоев есть усечен- 
ная пирамида, и если представить себе, что из всех 
углов меньшего из ее двух оснований проведены 
параллельные прямые, которые встречают большее, 
то очевидно, что усеченная пирамида окажется раз- 
битой на две части. Одна из них, призматическая, 
заключена между этими параллелями и имеет своей 
толщиной расстояние между двумя основаниями усе- 
ченной пирамиды, а основанием — меньшее из двух 
ее оснований; другая имеет форму вырезка (оп51е%), 
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который имеет своей толщиной расстояние между двумя 
основаниями усеченной пирамиды, а основанием — раз- 
ность между большим и меньшим основаниями той же 
самой усеченной пирамиды. Но эти два последних 
основания могут приближаться друг к другу сколь 
уголно близко, и их разность, очевидно, может быть 
сделана сколь угодно малой относительно каждого 
из них. Следовательно, вырезок сам по себе является 
бесконечно малым относительно того слоя, к которому 
он принадлежит. 

Установив это, назовзм Ги Г” объемы двух со- 
ответствующих слоев в двух пирамидах, ри р'’— приз- 
матические их части, ди 4'’— вырезки; тогда будем 
иметь два точных уравнения: 


Г=р +4, 

Г = р’ +4, 
ИЛИ 

р=тТ-—9, 


р'=тТ-—9; 


но ри р’ суть призмы одинаковых оснований и одной 
И ТОЙ же высоты; следовательно, имеем р==р’; при- 
равнивая их значения, будем иметь Т-а=Т'—@'; 
пренебрегая 4, 9’, которые, как мы только что ви- 
дели, бесконечно малы относительно Ти Т’, мы будем 
иметь Г=Т.. 

Так как это уравнение не свободно от бесконеч- 
ного, то нам еще не известно, является ли оно точным 
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или несовершенным, но так как сказанное о двух 
слоях можно нрименить ко всем слоям, составляю- 
щим целые нирамиды, то отсюда следует, что, на- 
зывая Ри Р’ целые объемы двух пирамид, мы будем 
иметь Р—=Р'. 

Но эти два объема целых пирамид являются коли- 
чествами вполне установленными; следовательно, урав- 
нение Р =Р' вполне свободно от какого-либо эле- 
мента бесконечности, и, следовательно, оно является 
необходимым и строго точным. 

41. ДРУГОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, что 
каждый из слоев, о которых мы говорили, можно 
рассматривать как заключенный между двумя призма- 
ми той же самой высоты, как и он сам, из которых 
одна будет иметь своим основанием большее из двух 
оснований слоя, а другая — меньшее. Слой, таким об- 
разом, является меньшим, чем большая из этих двух 
призм, и большим, чем другая. Следовательно, сумма 
слоев, составляющих каждую целую пирамиду, меньше, 
чем сумма призм, описанных около этих слоев, и боль- 
ше, чем сумма призм вписанных. 

Но ясно, что разность между призмами, вписанной 
и описанной вокруг одного и того же слоя, равна 
произведению разности двух оснований на высоту 
слоя. Следовательно, сумма призм, описанных около 
слоев одной пирамиды, минус сумма призм, вписанных 
в те же самые слои, равна произведению высоты ка- 
кого-нибудь из слоев на сумму разностей между боль- 
шими и малыми основаниями. Но если спроектировать 
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эти разности на само основание пирамиды, то легко 
увидеть, что проекции в точности покроют это осно- 
вание. Следовательно, сумма описанных призм минус 
сумма вписанных призм равна основанию пирамиды, 
умноженному на высоту какого-нибудь из слоев. Но 
эта высота являетея сколь угодно малой; следова- 
тельно, сумма описанных призм лишь бесконечно 
мало отличается от суммы призм, вписанных в ту же 
пирамиду. 

Далее, если сравнить призмы, вписанные и описан- 
ные около каждой пирамилы, с соответствующими 
призмами другой, то можно увидеть, что они имеют 
соответственно одинаковые основания и одинаковую 
высоту. Следовательно, они соответственно равны 
друг другу. Следовательно, сумма их для одной пи- 
рамиды равна сумме их для другой. 

Но каждая пирамида сама меньше суммы описанных 
призм и больше суммы вписанных призм. 

Следовательно, так как все эти суммы или равны 
или бесконечно мало отличаются одна от другой, 
то сами пирамиды бесконечно мало отличаются одна 
от другой. Следовательно, отвлекаясь от количеств 
бесконечно малых по сравнению с целыми пирамидами, 
можно сказать, что эти пирамиды равны между собой. 
И так как это последнее предложение совершенно 
свободно от какого-либо элемента бесконечности, то 
оно необходимо и строго точно, т. е. две пирамиды 
с одинаковыми основаниями и одинаковой высотой 
равны между собой. 


9 Карно 
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Задача Ш 


42. Доказать, что поверхность шарового пояса 
равна поверхности соответствующей части описан- 
ного около шара цилиндра. 

Пусть АСВ (фиг. 3) будет полуокружность, обра- 
зующая предложенную сферическую поверхность, С — 
ее центр, АВ — диаметр, АДЕВ— 
прямоугольник, образующий опи- 
санный цилиндр, 1 — бесконечно 
малая часть образующей полу- 
окружности, 5тр и #74 — перпенди- 
куляры к диаметру АВ, продол- 
женные до параллели к нему ДБ, 
тп — перпендикуляр, проведенный 
из точки Ш к #9, Ст — радиус, 
проведенный к точке ие. Я сначала 
докажу, что поверхность пояса, образуемого малой 
дугой тг, равна поверхности цилиндрического кольца, 
образуемого ра. 

Для этого я рассматриваю круг как многоугольник 
с бесконечным числом сторон, а дугу тг как одну 
из этих сторон. Тогда подобные треугольники тих, 
тёС дают тп: тг:: т: тс или же, так как тп =ра 
и окружности, которые. имеют радиусами т5$, тС, 
относятся, как эти радиусы, то 


Фиг. 3. 


ра: тг: окр. тз:окр. тС 
или 
окр. т Ж тг=окр. тСХ ра. 
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Но очевидно, что первая часть этого уравнения 
Зесконечно мало отличается от боковой поверхности. 
малого усеченного конуса, образуемого трапецией 
тяг, или малого пояса, образуемого дугой тг, при- 
нятой за прямую линию, и что вторая часть есть 
поверхность соответствующего ему цилиндрического 
кольца. Следовательно, поверхность малого пояса 
равна поверхности малого кольца. 

Так как это равенство еще не освобождено от 
бесконечности, то нам еще неизвестно, точно оно 
или только несовершенно; но так как мы можем при- 
менить ко всем бесконечно малым поясам то, что было 
сказано о первом, то мы отсюда заключаем, что 
вообще, какой-нибудь пояс определенной величины 
равен соответствующей ему части цилиндрической 
поверхности. Это предложение, будучи совершенно 
свободным от какого-либо элемента бесконечности, 
является необходимым и строго точным. 


Задача 1 


43. Доказать, что объем параболоида есть поло- 
вина цилиндра с теми же основанием и высотой. 

Пусть (фиг. 4) Ат„С— образующая парабола, 
ТАр)— ее ось, Ар—абсцисса, соответствующая точке 1, 
рт — ордината, Тр — подкасательная, дп — другая орди- 
ната, бесконечно близкая к первой, Аг; — касательная 
в вершине, 1г и и$— два перпендикуляра, опущен- 
ные из точек 72 и п на эту касательную, 1? — про- 
цолжение тг до встречи с дп. 


9 
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Я рассматриваю кривую как многоугольник с бес- 
конечным числом сторон и тп как одну из этих сто- 
рон. Если вообразить, что фигура вращается около 
оси ГАр, то малая трапеция ртпд образует один 

7 из элементов параболоида, а 
малая трапеция 7$тп — со- 
ответствующий элемент объ- 
ема, дополняющего парабо- 
лоид до цилиндра, обра- 
зуемого четырехугольником 
с 1574. Я утверждаю, что эти 

фиг. 4 два элемента равны между 
собой. 

В самом деле, очевидно, что первый, т. е. элемент 
параболоида, если пренебречь количествами, беско- 
нечно малыми относительно остающихся, равен; 


1 
др’рт.э` окр. рт, 
а второй равен: 


г. тг. окр. АГ. 


Но мы имеем 75 ={п, АГ=рт, и так как в пара- 
боле подкасательная равна удвоенной абсциссе, то 


| 
имеем также тг=- рТ. Следовательно, второй 


1 
вышеуказанный элемент станет и? РТ + окр. рт. 


Подобные же треугольники тик Ттр дают: 
тете: рт: Тр 
и значит, 1.Тр= тЁ.рт. Следовательно, если под- 
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ставить значение т.Тр в предыдущее выражение, 
1 

то оно преобразуется в т. рт.-; окр. рт, котфрое 


является тем самым, что и выражение, которое най- 
дено было выше для первого элемента. Следовательно, 
эти два элемента равны или отличаются бесконечно 
мало. 

Но так как это равенство еще не освобождено от 
бесконечности, то я воображаю весь параболоид со- 
ставленным из подобных элементов, и, применяя 
к каждому элементу то же рассуждение, что и выше, 
я заключаю, что сумма всех элементов параболоида, 
т. е. самый объем этого тела, равна сумме элементов 
дополнительного объема и, следовательно, только 
половине цилиндра. Это предложение, будучи свободно 
от какого-либо элемента бесконечности, является 
необходимым и совершенно строгим. 


Задача \ 


44. Доказать, что в равномерно ускоренном дви- 
жении проходимые пространства относятся, как 
квадраты- времен, считая от того момента, когда 
скорость была равна нулю. 

Равномерно ускоренное движение — это то, при ко- 
тором скорости, приобретенные, начиная с момента, 
когда скорость была равна нулю, пропорциональны 
протекшим от этого же момента временам. Следова- 
тельно, если назвать 9— эту скорость, #— время 
и Е пройденное пространство и для другого 
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момента : 9’— скорость, Ё — истекшее время и Е'’— 
пространство, то мы согласно предположению будем 
иметь: 9:9'::Ё:Р. 
Требуется доказать, что 
Е: Е':: В: 2%. 


Представим себе, что скорость возрастает на бес- 
конечно малые равные между собой величины, и пусть 
р есть получаемое ею каждый раз бесконечно малое 
приращение. Тогда эта скорость будет последовательно 
принимать значения 0, р, 2р, Зр, 4р ит. д., т. е. 
значения членов возрастающей арифметической про- 
грессии, первый член которой 0, а разность р. 

Назовем 4 бесконечно малый промежуток времени, 
который протекает от одного приращения скорости 
до другого. Эти приращения равны, и так как время 
пропорционально скорости, то, промежуток 4 будет 
постоянно один и тот же; рассматривая в продолжение 
этого промежутка скорость как постоянную, мы по- 
лучим, что прохоцимые последовательно пространства 
будут.0, р4, 2р4, ЗрЧ и т. д., т. е. также будут 
членами арифметической прогрессии. Следовательно, 
все пройденное пространство, т. е. сумма пространств, 
проходимых в каждый момент, будет суммой всех 
членов этой прогрессии. 

Сумма же всех членов арифметической прогрессии, 
первый член которой есть 0, равна произведению по- 
следнего члена на половину числа членов. Но все 
время, очевидно, равно элементу времени 4, умножен- 
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ному на число членов без одного; и, следовательно, 
если назвать через п это число членов, то мы будем 
иметь: 

1=9(п—1), или = 4. 


Пренебрегая в числителе д как бесконечно малым 


2 
по сравнению © & мы получим И Поэтому ко- 


1 
нечная скорость есть р (п — 1), или Ра. Следова- 


тельно, сумма членов или же пройденное пространство 


есть" — т.е Е=РЁ На том же самом осно 
ор 9.4’ *— 22° 
#2 
вании мы будем иметь: Е'==Р, откуда Е: Е':: В: #8. 


24? 

Эта пропорция, будучи свободна от какого-либо 
элемента бесконечности, является необходимой и 
строго точной. 

45. Этих примеров достаточно, чтобы показать, как 
можно пользоваться в рассуждениях обыкновенной 
алгебры принципами анализа бесконечно малых. Мы 
теперь постараемся рассмотреть, как эти принципы 
были приведены к алгорифму в диференциальном 
и интегральном исчислениях. 


5 <<< 


ТЛАВА ВТОРАЯ 


ОБ АЛГОРИФМЕ, ПРИЛАГАЕМОМ К АНАЛИЗУ 
БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ 


46. После того как основные принципы нового 
учения были установлены, в многочисленных прило- 
жениях этого учения было замечено, что среди бес- 
конечно малых количеств, которыми оно оперирует, 
имеется особенный класс количеств, которые встре- 
чаются гораздо чаще, чем все другие: это так назы- 
ваемые диференциалы. 

Под словом диференциал понимают разность двух 
последовательных значений одного и того же пере- 
менного, возникающую, когда систему, к которой 
оно принадлежит, рассматривают в двух или несколь- 
ких последовательных состояниях, из которых одно 
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является твердо установленным, а другие непре- 
рывно и одновременно приближают к первому до 
тех пор, пока они не будут отличаться от него сколь 
угодно мало. 

47. Уменьшительное название «диференциал» (41- 
{6гепеЦе) показывает одновременно и то, что коли- 
чество, которое оно обозначает, есть разность (@Н6- 
тепсе) и что эта разность есть количество бесконечно 
малое. Оно выражает собой бесконечно малое коли- 
чество, на которое увеличилась переменная, переходя 
от своего первого состояния ко второму. 

Диференциал какого-либо количества обыкновенно 
обозначается в исчислении буквой 4, поставленной 
перед той, которая обозначает переменное: таким 
образом Ах обозначает диференциал от х, ду — от у, 


х х 
4, — диференциал дроби’, т. е. бесконечно малое 


количество, на которое увеличивается эта дробь, когда 
х увеличивается на 4х иу на 4у. Таким образом 
буква @ не обозначает собой количества и употреб- 
ляется как простой индекс: это лишь сокращение 
слов диференциал от; в исчислении она носит имя 
характеристики. 

Постоянные количества не имеют диференциала, или 
же, если угодно, их диференциал есть нуль, ‘потому 
что они по своей природе не увеличиваются или же 
их увеличение можно считать равным нулю, когда 
система рассматривается переходящей от первого 
состояния ко второму. 
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48. Когда в результате вычислений диференциал 
какого-нибудь количества получает отрицательное 
значение, то это служит доказательством того, что 
мы сделали ошибочное предположение и что перемен- 
ное, о котором идет речь, вместо того чтобы, как это 
предполагали, возрастать, наоборот, при общем измене- 
нии состояния системы убывает. Так, например, если 
обозначить дугу окружности, меньшую четверти, че- 
рез $, то диференциал ее будет 45$, диференциал 
ее синуса будет 4$т5$, а диференциал ее коси- 
нуса 4с0$5. И если предположить, что $ возрастает, 
то очевидно, что синус тоже будет возрастать, но 
что косинус, напротив, будет убывать. 

Поэтому алгебраические выкладки дадут для 4 с0$ $ 
отрицательную величину. Это действительно так, как 
будет видно в дальнейшем. 

Но как бы переменное ни изменялось, возрастая 
или же убывая, под его диференциалом всегда под- 
разумевают разность между его вторым значением 
и первым, и эту разность постоянно обозначают ха- 
рактеристикой 4, сопровождаемой названным перемен- 
ным и принимаемой за положительную, предоставляя 
обыкновенно самому вычислению исправить те оши- 
бочные предположения, которые могли быть допущены. 

Когда несколько переменных количеств связаны 
каким-нибудь законом, как, например, абсцисса и ор- 
дината кривой, то приращение одной необходимым 
образом определит приращение другой. Так, на- 
пример, если обозначить абсциссу через х, а орди- 


О МЕТАФИЗИКЕ ИСЧИСЛЕНИЯ БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ 139 


нату через у, то между 4х и Ау будет существо- 
вать отношение, определяемое зависимостью между 
самими х иу. И, наоборот, зависимость между х 
и у зависит от отношения, в котором они находятся 
вместе со своими диференциалами 4х и ау. Из этого 
факта возникают две ветви анализа бесконечно малых. 
Одна из них имеет своим предметом определение со- 
отношения между диференциалами нескольких пере- 
менных и самими этими переменными, когда известно 
соотношение между этими последними;. другая же — 
определение соотношения, существующего только 
между переменными, когда известно соотношение, 
связывающее эти переменные с их диференциалами. 

49. Легко представить себе, какую помощь могут 
оказать раз установленные правила обоих исчислений 
при решении различных возможных вопросов. Дей- 
ствительно, всякий вопрос сводится к определению 
отношения, существующего между некоторыми озна- 
ченными количествами, и если я не могу непосред- 
ственно установить это соотношение, то естественно, 
что я стараюсь достичь этого при посредстве неко- 
торых вспомогательных количеств. Но опыт учит, 
что никакие из вспомогательных количеств не при- 
носят больших упрощений, чем те, которые назы- 
ваются неконечными, и поэтому естественно вводить 
их, По мере возможности, в математические рассужде- 
ния. Тогда они либо исключаются сами собой, подобно 
обыкновенным алгебраическим количествам, — в этом 
случае все приемы, употребляемые при вычислениях, 
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принадлежат к так называемому диференциальному 
исчислению; либо же приходится прибегать к неко- 
торым преобразованиям, не принятым в обыкновен- 
ной алгебре, но всегдашней целью которых является 
исключение этих называемых неконечными вспомога- 
тельных количеств, — эти преобразования находятся 
в ведении так называемого интегрального исчисления. 

Первое из этих исчислений является гораздо более 
легким, чем второе, потому что оно, собственно го- 
воря, не заключает в себе никаких приемов, которые 
не были бы у него общими с анализом древних; ин- 
тегральное же исчисление требует весьма отличных 
приемов, которые еще далеки от совершенства, не- 
смотря на посвященные ему труды перворазрядных 
ученых. Моя цель здесь состоит только в том, чтобы 
ознакомить с духом этих методов и показать общее 
направление этих исчислений. Я начну с диферен- 
циального исчисления, как с более простого и, кроме 
того, необходимого для понимания интегрального ис- 
числения. Но как в случае диференциального, так 
и в случае интегрального исчисления я ограничусь 
основными понятиями. 


О ДИФЕРЕНЦИАЛЬНОМ ИСЧИСЛЕНИИ 


50. Мы уже говорили, что диференциал перемен- 
ного количества есть бесконечно малая разность между 
вторым состоянием этого переменного и первым. Дело 
идет, следовательно, о том, чтобы определить этот 
диференциал для всех возможных . случаев, т. е, для 
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всех возможных функций данных переменных, как, 
например, х, у, г ит. д., соответственные диферен- 
циалы которых уже выражены через 4х, ау, 42 ит. д. 

Прежде всего надо рассмотреть, какое различие мы 
устанавливаем между действием, посредством кото- 
рого находят обыкновенную или конечную разность, 
и действием, при котором получают только диферен- 
циал или бесконечно малую разность. Если мы рас- 
смотрим данную нам систему в двух каких-либо 
определенных, отличных друг от друга состояниях, 
то разность двух значений одного и того же коли- 
чества в двух системах равным образом будет опреде- 
ленной, и, следовательно, ее нельзя предпояагать 
сколь угодно малой. Поэтому здесь ничем нельзя 
было бы пренебречь, не допуская ошибок, которые 
больше нельзя было бы исправить. Но если предпо- 
ложить, что две системы сколь угодно приближаются 
одна к другой, то разность двух значений одного 
и того же переменного может быть сделана сколь 
угодно малой; она станет тем, что называют диферен- 
циалом, й будет представлять собой не что иное, как 
обыкновенную разность, упрощенную благодаря уничто- 
жению количеств, которые в ее выражении являются бес- 
конечно малыми относительно других составляющих ее 
членов. Таков основной принцип диференцирования. 

51. Из этого основного принципа, очевидно, сле- 
дует, что для диференцирования какого-либо коли- 
чества или какой-нибудь функции этого количества 
или же нескольких количеств, которую я обозначу 
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Ф(х, у, = и т. д.), нужно только рассмотреть ее 
во втором состоянии, т. е. когда х, у, ит. д. 
перейдут соответственно в Хх-4х, уф ау, 2-42 
и т. д., а сама эта функция перейдет в $ (х - 4х, 
у-+ ау, 2- 42 ит. д.), и затем из приросшей, та- 
ким образом, функции вычесть ее начальное значе- 
ние, т. е. Ф(х, у, 2 и т. д.), что даст для разно 
сти данной функции: 


$ (х + ах, у- ау, = 42 ит. д.).—$(х, у, ит. д.). 


Для перехода от этой разности к диференциалу надо 
будет лишь преобразовать выражение, пренебрегая 
в нем количествами, бесконечно малыми по сравнению 
с теми, к которым они прибавляются или от которых 
отнимаются. Далее нам остается только применить 
эту общую формулу к каждому отдельному случаю. 

Пусть требуется продиференцировать а-о- х + 
-- у-+-2, сумму нескольких количеств, из которых 
одни а, 6 суть постоянные, а другие х, у, г — пере- 
менные, т. е. пусть требуется найти 


а(а+-ь+х-у- 2). 


Согласно вышеприведенной основной формуле по- 
стоянные а, $ не имеют никакого диференциала, 
а переменные х, у, 2 имеют диференциалами 4х, ду, 
42. Поэтому мы имеем: 


а(а-+-+х-у+2=а-+6+(х-+ ах) + 
+ (+ 4) + (2+ 42) —(а+6+х+у+2), 
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равенство, которое приводится к 
а(а-+6+х-у+ 2) =ах - ау + 42, 

т. е. диференциал какой-либо суммы постоянных 

и переменных равен сумме диференциалов одних 

переменных. 


52. Пусть требуется продиференцировать ХУ. 
Согласно основной формуле мы имеем: 


4(х— у) =(х+ 4х) — 9+4 —(х—У), 
или, делая приведения: 
4(х—у=ах— ау, 


т. е. диференциал разности каких-нибудь двух 
переменных равен разности их диференциалов. 
Пусть требуется продиференцировать 


ах + Бу— сг. 
Согласно основной формуле мы будем иметь: 
а (ах | Ву— с) =вах- 6 4у—са.. 

653. Пусть требуется продиференцировать произве- 
дение х-у. Сначала мы по основной формуле полу- 
чим разность: 

(+ ах) (у + 4у) —ху, 
или, делая приведения: 
хау- уах + ах. ау. 


Но так как дело идет не о какой-нибудь конеч- 
ной разности, а о диференциале, то следует заметить, 
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что последний член 4х.Фу является бесконечно ма- 
лым относительно каждого из двух других: действи- 


ах 
тельно, при делении его на первый получается =, 


а при делении на второй 4 которые оба, очевидно, 
представляют собой количества бесконечно малые. 
Следовательно, этим третьим членом по сравнению 
с другими должно пренебречь, и формула приводится 


к виду: 
лу ху =хау-- удх. 


Подобным же образом найдем: 
ху: = ху.42 - хг ау -- уг ах 


й аналогично для болышего числа сомножителей. От- 
сюда следует такое правило: чтобы продиференциро- 
вать произведение нескольких переменных иножи- 
телей, надо взять сумму диференциалов каждого 
переменного, умноженных каждый на произведение 
всех других переменных. 


54. Пусть’ требуется продиференцировать дробь 5. 
Согласно основной формуле разность будет; 
х-ах _х 
У у’ 
или же, приводя к одному знаменателю: 


уах—хау , 

У у4у ' 
но так как мы ищем не абсолютную разность, а только 
диференциал, то в знаменателе этого выражения сле 
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дует уничтожить количество Уфу, потому что оно 
является бесконечно малым относительно другого 
члена у’. Следовательно, мы получаем: 
а* = у4ах — хау 
У 

т. е. вообще диференциал дроби равен знамена- 
телю этой дроби, умноженному на дифергнчиал 
числителя, минус числитель, умноженний на дифе- 
ренциал знаменателя, все это деленное на квадрат 
зна ненателя. 

55 Пусть требуется продиференцировать х”. 

Если последовательно принимать т=2, т=3, 
т=4 ит. д., то х” можно будет рассматривать как 
произведение х, помноженного на самого себя один 
раз, два раза, три раза и т. д. Поэтому к х"” можко 
будет применить уже установленное правило (53), из 
которого получится, что 


ах” =тх" 1 ах. 


Если последовательно положить т = —1, Т= 
= —2, т= —З ит. д., или, что сводится к тому 
же, если желают продиференцировать количества 
111 
х ? 2?’ дз 
менить найденное выше правило диференцирования дро- 
бей; при этом мы, равным образом, получим формулу: 


и Т. д., то к ним достаточно будет при- 


ах" = тх"1ах. 


Если предположить, что показатель 11 будет дробью с , 


10 Карно 
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Р 
то кладут х'==2; возвышая каждую часть равенства 
в степень 9, мы будем иметь хР—=21; диференци- 
руя каждую часть по вышеуказанному правилу, 
получим: 
рхР 1 4х = 492" 42, 

откуда 

хР—1ах 

42 


Подставляя во вторую часть вместо 2 его значе- 
2 
ние х”, мы будем иметь: 


хр ах _ 

42 нс ах =тх" 1 4х, 
2—- 

4% а 


т. е. снова ту же формулу, что и выше. Значит, 
вообще, диференциал любой положительной или 
отрицательной, целой или дробной степени равен 
произведению показателя степени на пер’менное 
в степени, меньшей на-единицу, чем данная степень, 
все это умноженное на диференциал переменного. 

56. Если бы заданные количества стояли под ра- 
дикалами, то их надо было бы преобразовать в ко- 
личества с показателями. Таким образом предше- 
ствующих правил достаточно для диференцирования 
алгебраических количеств. Но количества с перемен- 
ными показателями не входят в сферу действия этих 
правил; между тем их тоже можно диференцировать 
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точно так же, как и другие количества, называемые 
трансцендентными, как, например, количества лога- 
рифмические и тригонометрические (апошацез). Мы 
теперь рассмотрим соответствующие правила. 

57. Пусть требуется продиференцировать а“, 
где а— количество постоянное, а х— переменный 
показатель. 

Согласно основному принципу искомый диферен- 
циал будет: 


ая — 18 или 0704 — @° или а“ (9—1), 
т. е. мы будем иметь: 
да? = а* (24 — 1). (А) 


Но для того чтобы это равенство было пригод- 
ным, .нужно избавиться от бесконечно малого коли- 
личества 4х в показателе. 

Для этого я кладу а=1 +В и, следовательно, 


буду иметь: 
24? = (1+ р), 


или. разлагая по формуле бинома Ньютона 1: 


ох Ь ИР У 


3 — — 
Ве. и — 1) их 2 ит д, 


и так как бесконечно малое количество 4х исчеза- 
ет (4'зрагай) по сравнению с конечными числами 1, 


10% 
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2, Зи т. д., то равенство после переноса первого 
члена правой части приводится к виду: 
о 53 м 
4х 
а — 1 —= ах —— .]. 
( 24 итд. 


Подставляя это значерие а“—1 в формулу (А) 
и заменяя 6 его значением а—1, мы будем иметь: 


да = а*ах|(а—1)—5(а—1) + 
+ (а—1)— ит. д.|. (В) 


58. Рассмотренное только что диференцирование 
показательных количеств дает средства диференнциро- 
вать также количества логарифмические. В самом 
деле, согласно общему определению логарифмов, при 
любом основании @ системы, х=12 а”, и, следова- 
тельно, 4х= 41 а?. Подставляя это значение 4х 
в уравнение (В), мы получим: 


дат = 24 ва" [(а—1) —5(а—1)+ 
+3 (@—1}— ит. д. |; 


откуда, положив а” =у, найдем: 


У [(@—0—5(@—1*+ 5@—1)— ит, д. | 


Предположив для упрощения, что последний посто- 
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янный множитель обозначен через т, мы для любой 
системы логарифмов получим: 
т ау 
„У 

Число т, представляющее собой, как видно, из- 
вестную функцию основания системы логарифмов а, 
есть Так называемый модуль этой системы. 

Простейший случай будет, когда предполагают, 
что т#=1, что приводит формулу (С) к виду: 


ау 
| — — 
415 у у 


Поэтому логарифмы этой системы называются на- 
туральными логарифиами, или неперовыми логтриф- 
мами по имени их знаменитого изобретателя, барона 
Непера, или же еще гиперболическими логарифмами 
вследствие их связи с квадратурой частей площади, 
заключенной между равносторонней гиперболой и ее 
асимптотами. 

59. Так как мы положили 


__ 1 
ТР жты 


(Па 1 и Т. Д. 


то для натуральных логарифмов, т. е. для случая, 
когда т =1, мы будем иметь: 


(а—1— 5 (@— 1+3 (а—1— и Т. д. =1, 


что приближенно дает 4=—2,718281828459045,., 
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Таким образом основание натуральных логарифмов 
или число, логарифм которого в этой системе равен 
единице, очень близко к указанному числу, которое 
условились, как правило, обозначать в алгебраическия” 
вычислениях буквой е. Таким образом в этой системе 
Хх —1р е", е=2,118281823459045... 

Наши обыкновенные таблицы логарифмов, состав-. 
ленные преимущественно для арифметических целей, 
вычислены при другом основании. Так как наша ну- 
мерация десятичная, то а кладут равным 10, т. е. 
предполагают х==1 16, и, значит, последовательно 


10° —=1, 10°=2,`102=3 ит. д. 


Значения Хх, удовлетворяющие этим уравнениям, и 
суть логарифмы натуральных чисел 1, 2, 3, 4 ит. д. 
Подставляя принятое значение основания, т. е. 10, 
в найденное выше уравнение 


| 
ты 


Па + @-1- ит. д. 


мы приближенно получим т = 0,43429448... Это чи- 
сло и есть модуль обыкновенных таблиц логарифмов. 

60. Между всеми возможными системами лога- 
рифмов существует глубокая связь, заключающаяся 
в Том, что если эти логарифмы вычислены для 
какой-нибудь одной системы, то достаточно все их 
умножить на одно и то же число, чтобы перейти 


к другой. 
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В самом деле, пусть К’ есть какое-нибудь число, 
12 К — логарифм этого числа в системе, основание 
которой будет а, а 1'К — логарифм того же числа 
в другой системе, основание которой будет а“. 
Следовательно, мы будем иметь: 


К=а К К=а'®’К 


и, значит, 
а К — а'15’К, 


Взяв логарифмы в системе, основание которой а, 
мы получим: 
12а К— 12 а'8'К, 
или 
12 К. а==1' К. а’. 
Следовательно: 
12К:12'К::1е а ва. 


Но в силу тех же оснований мы получим и для 
всякого другого числа К’: 


12 К’: 12'К'’;: ва’ а. 
Следовательно: 

12 К: 12'К: К’: 19 К', 
или, наконец: 


2К: 12 К’: К: 1'К'. 


Следовательно, логарифмы двух чисел в одной си- 
стеме относятся между собой так же, как логарифмы 
тех же чисел в другой, 
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6/. Легко найти то постоянное количество, на ко- 
торое надо помножить все логарифмы одной системы, 
чтобы получить логарифмы другой. 

Действительно, найденная выше пропорция 


КК: : ва ва 
дает: 


[са 
ВК а" 5 К, 


или, так как 17 а=1, еще проще: 


Значит, то постоянное количество, на которое надо 
помножить логарифмы одной системы, чтобы получить 
логарифмы другой, равно единице, деленной на лога- 
рифм основания этой другой системы, взятый в первой. 

62. Если продиференцировать предыдущее равен- 
ство согласно основному, установленному в (58) прин- 
ципу, то оно даст: 


ИЛИ 


1 
'__ 
2а ==—. 


Таким образом, вместо того чтобы для получения ло- 
гарифмов какой-нибудь другой системы делить непе- 
ровы логарифмы на 10’, их достаточно помножить 
на 1, т, е, на модуль этой системы. 
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Но выше (59) мы для модуля обыкновенных таб- 
лиц нашли т =0,43429448. Следовательно, для того 
чтобы получить обыкновенные логарифмы, надо по- 
множить натуральные или неперовы логарифмы на это 
самое число. 

Точно так же, наоборот, если вычислены обыкно- 
венные таблицы, то, чтобы найти натуральные лога- 
рифмы, следует разделить кажлый из логарифмов 
этих таблиц на 0,43429443, или, что то же самое, 
все их помножить на 2,30258509, которое равно 


1 
043429448; И Так как, согласно найденному выше ра- 


| 
венству, 12а’ =,» ТО это последнее число и должно 


быть логарифмом 10 в неперовых, таблицах. 
63. Мы только что видели, что если а’ представ- 
ляет собой основание какой-либо системы логариф- 


1 
мов и т ее модуль, то ва =. ИЛИ Ш = при- 


1са'’ 
чем 124’ есть неперов логарифм а’. Следовательно, 
во всякой системе модуль есть не что ‘иное, как 
единица, деленная на неперов, или натуральный, ло- 
гарифи основания этой системы логарифмов. 

Если мы снова примем обозначения (58), т.е. если 
мы обозначим основание какой-либо системы лога- 
рифмов через а и его модуль через т, то мы будем 


иметь 17 = ‚ причем 17 а обозначает натуральный 


ии 
[са 
логарифм а, а не логарифм, взятый в системе с осно- 
ванием 4 и модулем т; 
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Но мы вищели (59), что между модулем и основа- 
нием какой-нибудь системы всегда существует соот- 
ношение; 


1 
т = — 


@— Па итд. 


Следовательно, всегда 
| 1 
ва=(а—1)—5 (а—1)*- 5 (а—1)8 — ит.д. "", (О) 


причем 1ха здесь обозначает неперов логарифм а. 
Это дает общую формулу для вычисления логариф- 
мов натуральной системы. 

Если в этой формуле подставить вместо а его зна- 
чение 1-+В (57), то она преобразуется в 


12 (1 += ит. д. 


Если принять в этом равенстве ф отрицазельным, 
то мы получим: 


ва =-- И итд. 


Вычитая это равенство из предыдущего и замечая, что 


1-5 
Е -ва-б=ЕтЕ, 


мы будем иметь: 
шее =2.(6+3°+565+ итд.), <) 


хорошо известную формулу й, дающую легкий способ 
построения таблицы натуральных логарифмов, 
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64. В соответствии со сказанным выше (57 и 58), 
мы легко можем теперь продиференцировать всякое 
и показательное и логарифмичгское количество; при 
этом мы будем иметь в виду, что в алгебре поль- 
зуются только натуральными или неперовыми лога- 
рифмами как самыми простыми; что буква е, как пра- 
вило, употребляется для обозначения основания этой 
системы, т. е. числа, логарифм которого равен еди- 
нице, и что, наконец, это число почти равно 
2,71828182845 (59). 

Если теперь потребуется продифергнцировать 


х 
17х, то мы получим Чех =-, что проще вы- 


ах 
ражается таким образом: Ш х=-.. 


Точно так же найдем: 
ах 


аа х) =; 
Е 
и: 
ая рт; 
ааа + хх) т =. 


Если потребуется продиференцировать е?, то мы 


получим: 
Де? = еах. 
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Если потребуется продиференцировать 47, то мы 


получим: 
аа? = а*ах [а. 


Подобным же образом мы найдем: 


ах = (ах у“”); 


4 (аа - хх) = (аа + хх? ах [2 (аа -- хх) + ия] 


и т. д. 

Согласно всему сказанному о показательных и ло- 
гарифмических количествах очевидно, что их дифе- 
ренцирование сводится к двум следующим правилам, 
вытекающим одно из другого (57 и 58). 

1) Диференциал логарифма какого-нибудь коли- 
чества равен диференциалу этого количества, де. 
ленному на это количество. 

2) Диференциаа показательного количества на- 
ходится путем умножения этого показательного 
количества на диференциал его логарифиа. 

Перехожу к диференцированию тригонометрических 
(апошатез) количеств, 

65. Пусть требуется продиференцировать зтх, 
где х есть какая-нибудь дуга круга, радиус кото- 
рого равен единице. 

Согласно основному принципу диференцирования 
мы имеем: 

азшх = эт (х- 4х) — зп х = 


=3ЩХ-.605 ах -- эп Ах 05$ х — 5пх, 
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Но легко видеть, что: 1) косинус бесконечно ма- 
лой дуги отличается от радлуса только на бесконеч- 
но малое количество второго порядка, потому что 
это количество есть синус-верзус 13, а синус-верзус 
равен квадрату синуса, который есть бесконечно ма- 
лое количество второго порядка, деленному на диа- 
метр минус тот же самый синус-верзус, т. е. на ко- 
нечное количество, откуда, прэжде всего, следует, 
что можно положить со$4х==1 и, следовательно, 
т х.с05 4х =зшх; 2) так как окружность можно 
рассматривать как многоугольник с бесконечным мно- 
жеством сторон, то 5ш@4х и 4х отличаются один от 
другого бесконечно мало, потому что 4х есть гипо- 
тенуза прямоугольного треугольника, одним из кате- 
тов которого является шах, а другим косинус- 
верзус 4х, который есть бесконечно малое второго 
порядка. 

Следовательно, найденное выше равенство приво- 
дится к виду: 

4зш х = 4х.с0$х. 

Пусть требуется продиференцировать созх. 

Согласно основному принципу диференцирования 
будем иметь: 

40$ Хх = с0$ (х- ах) — со х = 
= 0$ Х-С0$ Дх — зп х.$шт 7х —с05х, 


равенство, которое согласно вышеуказанным заме- 
чаниям приводится к 


4с0$ х = — ах 5х. 
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Пусть требуется продиференцировать 5х. 
Известно что 


д — зп х 
5х— со5х° 
Следовательно: 
5шх 
ав х=а с0$х ' 


равенство, которое приводится к виду: 


ах и 
48 х= с0$ 2 
Так как 
к х 0$ х 
ВХ = пх, 
то аналогично найдем: 
ах 
=. 


66. Применяя эти основные правила к другим 
случаям, мы найдем: 


шт тх = т ах соз тх, 
460$ тх = — т ах 1 тх, 


азт х” = т ах с0$ х эп х” 1, 


450$ х" = — т 4х ш х с0$ ХТ, 
а 
т 
асвтх= те, 
ах ПЧ, 
де х"==т 4х фе х"-1 


т ха 
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67. После того, что было сказано относительно 
диференцирования разного рода количеств, представ- 
ляется очевидным, что диференциал количества, содер- 
жащего в себе одно только переменное х, должен 
иметь в качестве одного из множителей 4х, потому 
что он должен быть равен нулю, если 4х =0. Но 
ни одно из выражений не должно содержать множи- 
телей с высшими степенями 4л, потому что эти вы- 
ражения были бы тогда бесконечно малыми относи- 
тельно других и ими следовало бы пренебречь. 

В силу тех же оснований, если функция содержит 
несколько переменных Хх, у, 2, то диференциал мо- 
жет содержать лишь члены с множителями 4х, ау, 4г 
только в первой степени и в нем не должно нахо- 
литься ни одного члена, который имел бы сомножи- 
телем. эти диференциалы в высших степенях или 
перемноженные друг на друга. 

Сумма членов, имеющая общим множителем 4х, 
составляет диференциал предложенной функции от- 
носительно х, т.е, когда только Х рассматривается 
как переменное; так же обстоит дело и с суммой 
членов, имеющих общим множителем у, 42 и т. д. 

Поэтому полный дифэренциал заданной функции 
есть не что иное, как сумма частных дифзренциалов, 
которая получается, если последовательно изменять 
эту функцию по отношению к каждому из содержа- 
щихся в ней переменных, 

Для этих частных диференциалов употребляются 
следующие обсзначения. Пусть Р будет функцией 
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Хх, У, ё ит. д. Частный диференциапт этой функции 


аР 
по х обозначается через чх"@хХ; точно так же“ -- 49 


обозначает диференциал функции Р по у ит. и 
Таким рае 


аР= 


п. гит. д. 


68. Вместо того чтобы рассматривать систему пе- 
ременных количеств в двух последовательных состо- 
яниях, как мы это делали до сих пор, мы можем 
рассматривать ее последовательно в двух, трех, че- 
тырех или большем числе последовательных состоя- 
ний, которые все бесконечно мало отличаются друг 
от друга. Тогда по мере приближения к означенной 
системе первой из вспомогательных систем к ней 
также будут приближаться и другие системы; причем, 
если эта первая вспомогательная система согпадает 
с заданной, то все лругие одноврэменно совпадут 
с ней, а также уничтожатся все диференциалы, суще- 
ствуюшие между этими системами. 

Бэсконечно малые разности между количествами 
первой вспомогательной системы и соответствующими 
количествами означенной системы не будут теми же, 
что и разности между количествами второй и первой 
вспомогательных систем; точно так же они будут 
изменяться от второй системы к третьей, от третьей 
к четвертой и т. д. Таким образом эти разности 
оказываются переменными, которые подобно всяким 
другим будут. иметь свои диф:ренциалы. Сохраняя 
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попрежнему для обозначения диференциала всякого 
вида количеств характеристику 4, мы обозначим ко- 
личество, на которое возрастает 4х при переходе от 
первой вспомогательной системы ко второй, через 
44х точно так же, как Ах обозначает количество, 
на которое возрастает х при переходе от системы 
означенной к этой первой вспомогательной системе. 
Подобным же образом 444х будет означать количе- 
ство, на которое возрастает количество. 44х при 
переходе от второй системы к третьей и т. д. 

Количества 4х, аах, 444х и т. д. называются 
первым, вторым, третьим и т. д. диференциалами 
количества х. Подобным же образом 4у, 44у, 444у 
и т. д. суть пер2ый, второй, третий и т. д. дифе- 
р-нциалы от у ит. п. 

Вместо того чтобы писать ах, ааах, аа4ах и 
т. д., часто сокращенно пишут 4*х, 43х, @х ит. д., 
что отнюдь не обозначает степеней и не должно быть 
смешиваемо с (4х), (4х), (1х) и т, д., которые 
также представляют собой сокращения и обозначают 
ах.ах, ах.ах-ах, ах.ах.ах.4х, т. е. действитель- 
ные степени 4х (которые обозначают еще, уничто- 
жая скобки, через 4х°, 4х3, 4х ит. д.). Эти а4ах 
и т. д, надо, равным образом, отличать от количеств 
а (х*), а (х*) и т. д., которые суть дифзренциалы сте- 
пеней х*, хз, хй и т. д. от х, тогда как первые, 
наоборот, суть степени диф:ренциалов от х. 

69. Из сказанного следует, что диференциалы всех 
порядков диференцируются, как и всякое другое пе- 

3$} Карно 
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ременное, и не нуждаются в специальных правилах. 
Так, например, диференцируя ху, находим ху + у ах; 
если же мы продиференцируем этот диференциал, то 
будем иметь: 

ах ау хаау-+{ ауах-| уадах. 


Снова диференцируя последнее выражение, мы 
получим: 

3 ах аау + зауаах | х@3у- уах 
ит. д. 

70. Следует заметить, что хотя 4х и 4х и не 
одно и то же, но оба эти количества бесконечно 
малые второго порядка. Так, например, первый ди- 
ференциал уравнения уу=2ах — хх есть у4у== 
=ах — хах, а второй диференциал 


уазу + ау =а 4х — хх — ам. 


Ясно, что уравнение это не может быть однород- 
ным, если только все члены его не будут одного по- 
рядка, именно второго. 

71. Следует также заметить, что если различные 
переменные связаны уравнениями, то диференциал ка- 
кого-нибудь из этих переменных всегда можно при“ 
нять за постоянное; при этом соответствующее пере“ 
менног принимается за мерило сравнения ({егте 4е 
сотрага!зоп) и служит для определения (т621ег) всех 
других. Так, например, в случае кривой мы вполне 
вправе предположить, что последовательные прира- 
щения абсциссы суть равные бесконечно малые; тогда 
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все 4х будут равны, и, следовательно, мы будем 
иметь (4х = 0; но этим равным приращениям абсциссы 
будут соответствовать отнюдь не равные приращения 
ординаты; таким образом 44у не будет равчо нулю, 
и закон, по которому будут меняться эти ау 
при переходе от одной системы к другой, между 
тем как 4х остается постоянным, будет тем самым 
законом, который определяет природу кривой; т. е. 
природа кривой будет зависеть от соотношений, 
существующих между последовательными диферен- 
циалами 4у, а4у, а44у и т. д. означенного пере- 
менного у. 

Применим эти общие правила диференциального 
исчисления к некоторым примерам. 

72. Требуется определить подкасательную кри- 
вой, уравнение которой 


ау" = х"(а— ху, 


Представим себе эту кривую как многоугольник 
с бесконечным множеством сторон. Пусть ММ будет 
одной из этих сторон (фиг. 1); продолжение этой 
стороны до встречи с осью кривой в Т будет каса- 
тельной; обозначим эту ось, или же ось абсцисс, ТВ; 
затем из концов Ми М№ малой стороны ММ прове- 
дем бесконечно близкие друг к другу ординаты МР, 
№ и из точки М проведем малую прямую МО, 
параллельную оси и заканчивающуюся на ординате 
МО. Линия ТР представляет собой искомую под- 
касательную. 


ие 
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Очевидно, что МО=@х, МО =ау и что из подо- 
бия треугольников МАО, ТМР следует: 


ау: 4х::у: ТР. 
Следовательно, мы имеем несовершенное уравнение. 


а 
ТР =Уду- (А) 


ах 
Теперь, чтобы получить значение ду й подставить 
его в уравнение (А), я продиференцирую данное 
уравнение. 


При диференцировании это уравнение даст мне: 
(т -- п) ау"" 1 ау=т (а— хх" ах — 
—пх”" (а— х)" 1 4х, 
т.е, тоже несовершенное уравнение, из которого я найду: 


4х __ (т + п) ау" 1 В 
ау  т(а—х”хт`м — пл" (а—х) (В) 


ах 
Подставляя это значение ау в уравнение (А), я получу: 


тр — (т--п) (ах — хх) 
та —тх —пх 
т. е. уравнение, которое, будучи свободным от вся“ 
ких элементов бесконечности, является строго точным 
и дает мне искомое значение подкасательной ТР. 
73. Требуется определить наибольшие и наимень- 
шие ординаты кривой, уравнение которой (фиг. 5): 


уу- хх = Зах — 2аа + 36у— 665, 
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Очевидно, Что наибольшие и наименьшие ординаты 
данной кривой соответствуют точкам, в которых ка- 
сательная становится параллельной оси абсцисс, или, 
что то же самое, если рассматри- ( М 
вать кривую как многоугольник с 
бесконечным множеством сторон, 
это те ординаты, которые соот- 
ветствуют малым сторонам, па- 
раллельным оси абсцисс. Отсюда у 
следует, что ордината остается той р 
же самой на всем протяжении этой Фиг, 5. 


малой стороны, Т. е. что в точке максимума или 
минимума этой ординаты ее дифгренциал становится 


нулем, хотя диференциал абсциссы не будет таковым. 
Следовательно, мы получаем: 


Применим этот принцип к данному уравнению 
диференцируя его, мы получим несовершенное урав- 
нение: 4у _За—2х 


ах 2—5’ 
Это количество, значит, должно быть равно нулю, 
что дает: 


За—2х =0, или х=та, 


и, следовательно, 1 
— р —= — 
у=е 5 а. 


Уравнения эти, будучи свободны от всяких элемен- 
тов бесконечности, являются строго точными, 
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74. Требуется найти максимум или минимум 
функции ах? — 6ху* + Р2 — еху= нескольких пере- 
менных х, У, 2, 

Когда функция достигает своего максимума, она 
перестает увеличиваться и затем начинает умень- 
шаться, независимо от того, будут ли отдельные вхо- 
дящие в нее переменные продолжать увеличиваться 
или уменьшаться. А когда функция достигает своего 
минимума, то она необходимо перестает уменьшаться 
и затем начинает увеличиваться, независимо от того, 
будут ли отдельные переменные увеличиваться или 
уменьшаться. Таким образом в случае максимумов 
и минимумов диференциал функции всегда равен 
нулю, хотя диференциалы отдельных переменных и 
не равны ему. 

Для того чтобы применить этот принцип к дан- 
ному случаю, я сперва предположу, что мы уже на- 
шли определенные значения у и 2, удовлетворяющие 
предложенному условию; тогда останется только опре- 
делить значение х. Мы это сделаем, диференцируя 
данную функцию только по х, приравнивая результат 
нулю и деля все на 4х, что даст: 


Зах — Бу* — вуг=0. 


Прилагая это же рассуждение к переменным у и 2, 
мы, равным образом, получим: 
2ху - вхг =0, 2Р2— еху=0, 


т. е. уравнения, которые, будучи все соверщеныо не- 
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зависимыми от элементов бесконечности, являются 
строго точными. Таковы, следовательно, три конеч- 
ных уравнения, которым должны удовлетворять х, у, 2. 
Благодаря этому вопрос 
приводится к обыкновен- 
ному анализу. 

Эти три последователь- 
ных — диференцирования, 
очевидно, дают то же, чтс 
мы получили бы, если бы 
диференцировали функцию сразу по всем переменным 
и приравняли нулю множители при диференциалах 
каждого из этих переменных. 


Фиг. 6. 


75. Требуется, если она существует, найти 
точку перегиба кривой, уравнение которой 


вЗу= ах — х*. 


Пусть АВММ (фиг. 6) есть данная кривая, АР — 
абсцисса и МР — ордината, соответствующие искомой 
точке перегиба М. Проведем в этой точке перегиба 
касательную МА. Очевидно, что угол КМР есть 
максимум, т. е. больше, чем угол [МО, образован- 
ный какой-нибудь другой касательной №Ё и соответ- 
ствующей ординатой МО. Следовательно, тангенс 
угла КМР также будет максимумом. 


ах 
Но этот тангенс равен ду» СПедовательно, 


ах 
а ду 0, 
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Но так как кривая имеет уравнение 
8, — у 3 
р*у=ах" —х’, 
го 


ах м 
ау  Зах— 3х2° 


Следовательно, должно быть: 


р 
4 2ах — 32 — 0, 
что дает; 
1 
& — Е С. 


Уравнение это, будучи свободным от всяких эле- 
ментов бесконечности, является строго точным. 

76. Требуется найти радиус соприкасающе- 
гося круга кривой, уравнение которой уу=ах 
(фиг. 7). 

Пусть кривая абсаеЕ обернута некоторой нитью, 
олин конец которой закреплен в какой-нибудь точке Р 
этой кривой, а другой конец которой пусть будет М. 
Если представить себе теперь, что эта нить, постоянно 
оставаясь натянутой, разворачивается и что ее конец М 
чертит новую кривую Мти’, то эта новая кривая 
называется развертывающей первой кривой, а первая 
кривая называется разверткой. 

Часть нити, заключающаяся в каждый данный 
момент между разверткой и развертывающей, назы- 
вается радиусом развертки; таким образом для 
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точки М развертывающей радиусом развертки является 
прямая МЬ, тс есть радиус развертки в точке т 
ит. д. 

Если рассматривать развертку как многоугольник 
с бесконечным множеством сторон 
аб, 6с, са и т. д., то малые части 
Мт, тт и т. д. развертываю- 
щей превратятся в малые дуги 
кругов, центры которых находятся 
в точках с, 4 и т. д. Поэтому 
круги, которые имеют радиусы Мс, 
та ит. д. и у которых малые 
дуги сливаются с дугами развер- 
тывающей, называются кругами, 
соприкасающимися с этой кривой в тех местах, где 
они сливаются. Поэтому радиусы этих соприкасаю- 
щихся кругов, называемые на этом основании также 
радиусами кривизны, суть не что иное, как радиусы 
развертки. 

Таким образом дело идет о нахождении радиуса 
развертки для какой-нибудь точки М развертываю- 
щей. Так как величина угла измеряется соответствую- 
щей ему дугой круга, радиус которого равен еди- 
нице, то очевидно, что дуга 


Мт = Мс-Мст, (А) 


и так как радиусы Мс, та будут последовательно 
перпендикулярны к малым дугам Мт, тт’ и, следо- 
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вательно, к соответственным их касательным в точ- 
ках М, т, то угол Мст, образованный этими радиу- 
сами, будет тот же, что и угол, который обра- 
зуют. эти касательные. Но очевидно, что для любой 
кривой угол, образованный двумя касательными, 
равен приращению, которое получает при переходе 
от одной ординаты к другой угол, образованный 
ординатой с первой из этих касательных. Следо- 
вательно, если две касательных бесконечно близки 
одна к другой, то угол, который они образуют, а 
значит, также угол ЛМст, который образуют соответ- 
ствующие радиусы кривизны /ЛМс, та, будет диферен- 
циалом угла, образованного касательной к кривой 
и ординатой. 

Следовательно, предполагая, что МТ- касательная 
в точке М, а МР — ордината, и обозначив через Ю 
радиус кривизны, $ — соответствующую дугу, х иум— 
координаты, мы в силу найденного выше уравнения 
(А) получим: 

45 =Ю.АТМР. (В) 


Но тангенс угла ТМР есть Е. (72), и, кроме того, 


извзстно (65), что диференциал угла равен дифе- 
ренциалу его тангенса, умноженному на квадрат 
косинуса. 

Следовательно, 


4ТМР == соз ТМР*.4— =в —.@-—. 
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Поэтому уравнение (В) примет вид: 


__ р 4 „ах. 
откуда мы получим: 
7, (%: 
4у?.4 — 
ау 


Теперь применим эту общую формулу, представляю- 
щую собой только несовершенное уравнение, к на- 
шему случаю, т. е. к кривой, уравнение которой 


уу —=ах. 


Диференцируя это уравнение, имеем: 


Е 2 
ау а’ 
и, следовательно, 
ак _ ду 
ау а ‘° 


или, так как 
@&=у,ах? + ау, 
3 


Вет ма 


24у дя+1). 
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ах 
Подставляя в это несовершенное уравнение вместо -- 


ау 
его значение >. и делая приведения, мы получим: 
3 3 
у 
_ 4 (52 - а?) _ (4х + а) 
мт, 
242 2а2 


т. е. уравнение, которое, будучи свободно от всяких 
элементов бесконечности, является строго точным. 


ОБ ИНТЕГРАЛЬНОМ ИСЧИСЛЕНИИ 


77. Не следует упускать из виду, что неконечные 
количества являются всегда только вспомогательными 
количествами, вводимыми в вычисления исключительно 
для облегчения сравнения количеств означенных, т. е. 
тех количеств, отношение между которыми желают 
найти, и что окончательной целью всегда является 
их исключение. 

Когда для выполнения этого исключения достаточны 
обыкновенные преобразования алгебры, то произво- 
димые действия относятся к так называемому дифе- 
ренииальному исчислению. Но когда_этого исключе- 
ния можно достичь только применяя действия, обрат- 
ные тем, которые производят для диференцирования 
предложенных количеств, то эти действия становятся 
предметом так называемого интегрального исчисления. 

Интегрировать какое-нибудь диференциальное ко- 
личество — это значит найти количество, которое при 
диференцирований дает предложенное диференциаль- 
ное количество. 
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Но это обратное действие является гораздо более 
трудным, чем прямое действие, точно так же как 
деление труднее умножения, относительно которого 
оно является лишь обратным действием; или как из- 
влечение корней более сложно, чем возведение в сте- 
пень, для которого оно также является обратным 
действием, или же как, наконец, решение уравнений 
гораздо более трудно, чем их составление: ведь и 
достигают, вообще, этого решения только для уравне- 
ний низших степеней, 

Между прочим, существует много дифэренциальных 
выражений, например вида у@х, которые не могут на 
деле получиться ни при каком диференцировании и 
которые поэтому нельзя интегрировать; есть и дру- 
гие, которые, может быть, и интегрируемы, но спо- 
соб интегрирования которых еще не известен. 

78. Количество, диференцирование которого дает 
данный диференциал, называется интегралом этого 
диференциала, потому что считают, что он образуется 
из последовательных бесконечно малых приращений; 
каждое из этих приращений есть то, что мы назвали 
диференциалом возрастающего количества, это как 
бы некоторая дробь, и сумма всех этих дробей и есть 
целое искомое количество, которое на этом основа“ 
нии и называют интегралом этого диференциала, 
На том же самом основании называют йнтегрирова- 
нием, или суммированием, действие нахождения 
интеграла или суммы всех последовательных бес- 
конечно малых приращений, образующих ряд, в 
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котором данный диференциал по существу является 
общим членом. 

79. Так как интеграл рассматривают как сумму 
элементов, называемых диференциалами, то его усло- 
вились в вычислении обозначать посредством харак- 


теристики (, которая принимается за сокращение сло- 
® 


ва сумма. Таким образом знак \ уничтожает дей- 


®/ 


ствие знака 4, так что | 4х есть не что иное, как 


само количество х. 

Очевидно, что два переменных количества, постоянно 
равные между собой, увеличиваются в каждый мо- 
мент одинаково и что, следовательно, их диферен- 
циалы равны между собой. То же самое имело бы 
место, если бы даже эти два количества в начале 
изменения различались на какое-нибудь другое коли- 
чество; если только эта первоначальная разность всегда 
будет одна и та же, то их диференциалы всегда 
будут равны. 

Очевидно, обратно, и то, что два переменных ко“ 
личества, которые в каждый момент получают рав- 
ные: бесконечно малые приращения, должны постоянно 
быть равными между собой или же различаться всегда 
на одно и то же количество, Т. е. очевидно, что 
интегралы двух равных диференциалов могут отли“ 
чаться друг от друга только на постоянное количество. 

На том же самом основании, если два каких-либо 
количества отличаются друг от друга бесконечно 
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мало, то и диференциалы их будут также отличаться 
бесконечно мало; и, наоборот, если два диференциаль- 
ных количества бесконечно мало отличны друг от 
друга, то их интегралы, если не говорить о постоян- 
ном, могут отличаться друг от друга также только 
бесконечно мало. 

80. На этих-то принципах и основано применение 
правил интегрального исчисления. Пусть, например, 
требуется определить площадь АМР кривой (фиг. 8) 
АММЮ, заключенную между дугой АМ этой кривой, 
ее абсциссой АР и ее ординатой МР. 

Если представить себе, что абсцисса АР или х 
увеличивается на бесконечно малое количество РО 
или 4х, то искомая площадь кривой увеличится на 
малую смешаннолинейную трапецию ММОР. Сле- 
довательно, эта малая трапеция будет элементом 
или диференциалом искомой площади, и мы сперва 
получим: 


.® 


АМР = \ ММОР. (А) 


С другой стороны, пренебрегая малым смешанно- 
линейным треугольником ММО, который, очевидно, 
бесконечно мал по сравнению с трапецией, мы полу- 
чим, что площадь этой трапеции, принимаемой рав- 
ной прямоугольнику МООР, равна произвгдению 
Уах, т. е. его основания у на его высоту 4х. Сле- 
довательно, уёх бесконечно мало отличается от Ди* 


ференциала искомой площади. Поэтому (79) \ уах 
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будет, если не говорить о постоянном, бесконечно 
мало отличаться от \ ММОР или АМР, и, значит, 


® 


АМР = \ у4х + С. (В) 


Это такое уравнение, которое я называл выше 

несовершенным. 
Прэдположим, например, что кривая будет обыкно- 
венной параболой с параметром р!8. Мы будем иметь 
А тогда уу= о рх и, диференцируя, 


хо 2уд4у=рах. Следовательно, 
м р. 


К х== о; 
2 


подставляя это значение в уравнение 
Фиг. 8. (А), получим: 


24 
АМР = (+ С. 


Но (55) о ау 
а == =—. 
Зр р 
Следовательно, наоборот, 
реа — | 2уз _ 2 29 
= бр Зр. (73) 


Поэтому уравнение (В) преобразуется в 
— 28| 
АМР =, - С, 
или, Так как уу =рх, в 


АМР = = ху + С, (С) 
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Но это уравнение, которое я до настоящего мо- 
мента считал только несовершенным, не заключаег 
в себе никаких неконечных количеств, и, значит, оно 
стало совершенно точным. Таким образом площадь 


параболы в точности равна ху С. 


Мне осталось лишь определить постоянное С. Для 
этого я замечу, что, так как начало абсцисс нахо- 
дится в А, то если мы предположим х=0, то и 
у=0. И так как мы ищем всю площадь, отсчитывая 
от точки Д, то мы будем иметь также АМР = 0. 

Далее, так как уравнение 


АМР= = ху -+С 


имеет место при любом значении Хх, то из него сле- 


дует, что 
0—0 -С, 


ИЛИ 
С =0. 


Следовательно, уравнение, выражающее площаль 
параболы, имеет вид: 


АМР=-= ху. 


По этому примеру можно представить себе, какое 
употребление. можно придать интегральному исчисле- 
нию и насколько важно отыскать способы пере- 
ходить от диференциальных уравнений, которые 

12 Карно 
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можно найти, выражая условия проблемы, к выте- 
кающим из них интегральным уравнениям (64иа{оп$ 
116 2та[е$). 

81. Правила интегрального исчисления с необходи- 
мостью вытекают из правил диференциального исчи- 
сления, являющегося для него обратным. 

Полробное изложение правил не может быть пред- 
метом произведения, подобного нашему. Мы удовлетво- 
римся тем, что дадим о них лишь общее представле- 
ние. Рассмотрим сначала тот случай, когда в дифе- 
ренциальное выражение входит только одно единствен- 
ное переменное. 

Требуется проинтегрировать одночлен ах”ах; 
я утверждаю, что мы получим: 


если не говорить о постоянном, которое я для боль- 
шей простоты буду подразумевать. 


В самом деле, если продифгренцировать согласно 
р 


ах! 6 
——_, ТО мы ем 
т 1? уд 
иметь ох”4ах. Следовательно, наоборот, интеграл от’ 
т-1 


т-1 
вообще, чтобы проинтегрировать диференциальный 
одночлен с одним переменным, надо: 1) увеличить 
гоказатель переменного на единицу, 2) разделить 
на этот увеличенный на единицу показатель и на 
диференциал переменного. 


установленному правилу (55) 


ах”"4х есть, как мы говорили, . Следовательно, 
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Это правило справедливо независимо от того, бу- 
дет ли показатель положительным или отрицательным, 
целым или дробным. 

Если бы диференциальный одночлен стоял под 
радикалом, то для применения предылущего правила 
нужно было бы сперва преобразовать этот радикал 
в дробный показатель. 

82. Данное выше правило имеет, однако, одно 
исключение, именно в случае, когда т = —1, потому 


а 
что тогда интеграл получился бы равным —, т.е. ока- 


зался бы бесконечным количеством. В этом случае 
истинный интеграл есть 1х, т. е. 


а х 
5” 


ибо, действительно, мы имеем (64), что 


аЯх 
аавх=-——. 


Но следует заметить, что для того чтобы интеграл 
был полным (сотр), следует присоединить к нему 
постоянное С. 

Таким образом в действительности: 


Ех С. 


Если желают, чтобы интеграл начинался, когда х = 0 


аах 
т. е. чтобы тех был 0, когда х есть 0, то имеют: 


0=24150+С, или С= —а150. 
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Следовательно, полный интеграл будет: 


аах —_ х 
ав хфащ0=ава, 


т. е. будет бесконечным. Это и объясняет, почему 
данное выше правило дает для | ах" 4х бесконечное 


количество, когда т = — 1. 

83. Так как мы умеем проинтегрировать любой 
одночлен, то мы сможем проинтегрировать и любой 
ряд одночленов, как, например: 


—е ах 


ах ах -- — ах, 
потому что для этого достаточно будет применить 
найденное правило к каждому из этих одночленов: 
в отдельности. 

Таким образом, попрежнему оставляя в стороне 
постоянное, мы получим: 


отт пах) уе Ле 


Очевидно, что это же правило применяется в слу- 
чае, когда в диференциальное выражение входят 
сложные 17 количества, если только они не находятся 
В знаменателе и если их показатель — целое и поло- 
жительное число. Действительно, достаточно возвы- 
сить в указанную степень, чтобы обратить функцию 
в ряд одночленов. 
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84. Это же правило применяется и в случае, когда 
данная, хотя бы и сложная функция возведена в ка- 
кую-нибудь дробную или отрицательную степень, если 
только совокупность всех членов, на которую умно- 
жено это сложное количество, является. диференциа- 
лом находящегося под показателем количества, умно- 
женным на некоторое постоянное. 

Действительно, для приведения этого случая к пер- 
вому, очевидно, достаточно положить это сложное 
количество равным некоторому новому простому пе- 
ременному. 

Пусть, например, требуется проинтегрировать ди- 
ференциальное выражение 


(а-+ 6х)" ах, 


содержащее сложную функцию (а -- 6х)”. Независимо 
от того, будет ли показатель т отрицательным или 
дробным, этот диференциал все равно интегрируем, 
потому что множитель 4х есть умноженный на по- 
стоянное диференциал сложного количества, находя- 
щегося под показателем степени. В самом деле, 


пусть 
а-- 6х = у. 


Диференцируя, мы будем иметь: 


4х = ау, 
ИЛИ 
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Следовательно, интегрируемое выражение примет 
Вид. 
у’ ау 
р ) 


интеграл которого есть 
ут 
(т 16 ° 


Подставляя вместо у его значение а-+- 5х, будем 
иметь: 
(а ох)" 

(т) ° 

85. Применение этого правила может быть распро- 
странено на все те случаи, когда показатель пере- 
менного, стоящего вне бинома, увеличенный на еди- 
ницу, делится на показатель того же переменного 
в биноме и дает в частном целое положительное 
число. 

Пусть, например, требуется проинтегрировать ди- 
ференциальное выражгние 


\ (а + 6х)” 4х = 


4 
(а-- 6х?)5 хзах. 


3 — показатель переменного, стоящего вне бинома, 
будучи увеличено на единицу, равно 4, что без 
остатка делится на 2, т.е. на показатель переменного 
в биноме, давая в частном целое положительное число. 
Из этого я заключаю, что данный диференциал инте- 
грируем и что для получения искомого интеграла 
надлежит только положить бином а--6х* равным 
новому переменному. 
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В самом деле, если положить а-+-65х*=у и вы- 
полнить указанные действия, то найдем, оставляя 
в стороне постоянное: 


4 
(2+ 65°) 5 жа 4х = 
4 
1 = №! Г5 5 
= (а + 6%). [4@+54^)—5 а]. 


86. Когда диференциальное выражение с одним 
переменным не подходит под изложенное только что 
правило или не принадлежит к числу тех, которые, 
как мы это видели, под него подводятся, то стара- 
ются привести его к ним путем различных преобра- 
зований. Когда и это не удается, то данные выраже- 
ния разлагают в образующие бесконечные последо- 
вательности одночленов ряды и интегрируют их 
приближенно. 

Пусть теперь требуется  проинтегрировать 
42с0$2. Я утверждаю, что мы получим: 


42 05 2 = тг - С, 


где С есть постоянное, которое надлежит прибавлять 
ко всякому интегралу. 

В самом деле, диференцируя п 2-- С по установ- 
ленному правилу (65), мы будем иметь 42с0$2; 
следовагельно, наоборот, интеграл от 42с0$2 есть’ 
ше- с. 
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Подобным же образом, вообще, 
1. 
\ 42 с0$ 2 = = $1 тг - С. 


Пусть требуется проинтегрировать 42 т тг. Мы 
получим: 


\ 42 $1 112 = — 0$ т2-- С, 


ибо, диференцируя это уравнение (65), придем к то- 
ждеству. 
Пусть требуется проинтегрировать 42с0$ 2.312". 
Я замечаю, что 42с0$2 есть диференциал от 1 2; 
следовательно, это интегрирование подходит под об- 
щее правило одночленов, которое дает: 


> =. тэ 2°1, 

87.. Рассмотрим теперь диференциальные выраже- 
ния, содержащие несколько переменных. 

Так как для диференцирования функции, содержа- 
щей несколько переменных, ее надо последовательно 
продиференцировать относительно каждого из них, 
рассматривая все другие как постоянные, то, наобо- 
рот, для интегрирования диференциального выражения 
с несколькими переменными нужно сначала принять 
в нем только одно из них за переменное и, следова- 
тельно, интегрировать так, как если бы все осталь- 
ные были постоянными, а диференциалы их равными 
нулю. Найдя, таким образом, интеграл, его диферен 
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цируют по всем переменным, чтобы узнать, будет ли 
найденный таким образом диференциал тождественно 
равным заданному. Если это так, интеграл верен, 
и остается только пр-соединить ‘к нему постоянное; 
если это не так, то, отняв от предложенного коли- 
чества количество найденное, мы получим количество, 
которое нужно будет проинтегрировать и затем при- 
бавить к уже найденному. 

88. Пусть, например, требуется проинтегрировать 
диференциал 


3 удх + х3ау-- 5ху" 4у-+ у? ах. 


Я интегрирую, считая переменным одно только х, 
и, следовательно, как если бы у было постоянным, 
а Ду было бы равно 0; ‚при этом я получаю хЗу -|- 
- ух. Диференцирование этого количества при изме- 
нении Хх и у мне дает: 


Зхлу 4х + у’ ах - х8 ау - 5ху! ду, 


что равно заданному нам выражению. 
Из этого я заключаю, что искомый интеграл дей- 
ствительно есть 


ху ух 
плюс постоянное. 


Пусть требуется проинтегрировать 


Ж у + Зах - хз аз + 2хгах + хах + узду. 
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Я интегрирую, считая переменным одно только х 
и, следовательно, принимая Ду и 42 за нули. Я 
получу: 


мучай. 


Затем я диференцирую это количество, изменяя 
х, у, 2, и получаю: 


ЗхЗу ах + № 4у-+ 2хг ах + х* 4г -- хах. 


Далее, я вычитаю этот диференциал из данного 
И получаю в остатке у? ду. Поэтому я нахожу инте- 
уз 
3 


грал последнего количества, т. е. который и при- 


соединяю к уже найденному. Полный интеграл я по- 
лучаю в виде: 


дву ие +9 + С. 


Это выражение при диференцировании действительно 
приводит к заданному диференциальному выражению. 

89. Так как сами диференциальные выражения 
можно диференцировать, то функции, содержащие 
вторые, третьи и т. д. диференциалы, можно интегри- 
ровать Пусть, например, требуется проинтегрировать 
диференциальное выражение второго порядка: 


ах? -- хаах + ааах — ау, 


в котором Ду мы будем считать за постоянное. Следуя 
сказанному выше, Т.е. интегрируя так, как будто бы 
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переменным было только 44х, доведя действия до 
конца и пополнив интеграл постоянным слагаемым 
Сау того же самого порядка, что и другие количе- 
ства формулы, мы будем иметь: 


хах + аах— удау-+- Сау, 


т. е диференциальное выражение, которое при новом 
интегрировании даст: 


5+ ах—ЗУ+СУ+С". 


Мы не будем более распространяться относительно 
принципов интегрального исчисления; для нашей цели 
достаточно сказанного. Поэтому же мы ограничимся 
несколькими примерами приложения интегрального 
исчисления, отсылая для ознакомления с прочими 
частями этой обширной науки к трудам ученых авто- 
ров, изложивших ее ех рго{еззо. 

90. Требуется найти площадь кривой, уравнение 
которой 


1 
у=(х-+ а)т; 


для больщей простоты координаты предполагаются 
прямоугольными. 

Чтобы найти площадь кривой, мы представим себе, 
что она образуется путем непрерывного возрастания 
благодаря последовательному прибавлению малых сме- 
шаннолинейных трапеций, заключенных между после- 
довательными ординатами, соответствующими беско- 
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нечно малым приращениям абсциссы, так что последняя 
из этих малых трапеций есть диференциал искомой 
площади, а самая площадь — интеграл этого дифе- 
ренциала. 

Если обозначить искомую площадь через {, то 47 
будет величиной последней малой смешаннолинейной 
трапеции. 

С другой стороны, если пренебречь малым сме- 
шаннолинейным треугольником, заключенным между 
дугой кривой и малыми ‘линиями 4х и @у и, оче- 
видно, бесконечно малым по сравнению с этой тра- 
пецией, то площадь этой последней сведется к прямо- 
угольнику с основанием у и высотой ах, т.е. кух. 

Следовательно, для всякой кривой мы получим не- 
совершенное уравнение: 


42 =уах, 
а, значит, также: 


= зах. (А) 


Но в настоящем случае мы по предположению 
имеем: 


1 
у=(х-а)т. 


Подставляя это значение у в уравнение (А), мы 
получим новое несовершенное уравнение: 


1 


42 =(х--а) т ах, 
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которое после интегрирования даст. 


т-1 
т 


т (*+4) " +6, 


РАЕ— 

т 

равенство, которое, будучи свободным от всяких 
элементов бесконечности, является строго точным. 
91. Требуется спрямить кривую, уравнение ко- 


торой 
я —= ах”, 


предполагая координаты прямоугольными. 

Для спрямления кривой мы рассмотрим ее как 
многоугольник с бесконечным множеством сторон и 
представим себе, что она образуется путем непре- 
рывного возрастания благодаря последовательному 
прибавлению этих малых сторон по мере возрастания 
самой абсциссы, так что последняя из этих малых 
сторон есть диференциал искомой дуги, а самая 
дуга — интеграл этого диференциала. 

Если обозначить искомую дугу через $, то 45$ бу- 
дет последней из малых сторон многоугольника; и так 
как эта малая сторона есть гипотенуза треугольника, 
другими сторонами которого являются 4х и ау, то 
мы для. всякой кривой получим несовершенное урав- 


нение: 
45=у ам + ау». 


Я говорю — несовершенное уравнение, потому что, 
рассматривая кривую как многоугольник‘ с бесконеч- 
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ным множеством сторон, совершают ошибку, но эта 
ошибка может быть предположена сколь угодно малой. 
Следовательно (интегрируя), мы получим также не- 
совершенное уравнение: 
5=(Иаж-ау. (А) 


«/ 


Но в настоящем случае мы по предположению 
имеем: 


уз — ах 
откуда 
3 
2 
х = Г. 
а2 


Диференцируя, мы получим: 
1 


Зу2а 
2а2 
и, следов но. 
, довательно , _ 9уд 
ах = . 
4а 


Подставляя это значение в формулу (А), мы будем 
иметь: оу т 


Выполняя указанные действия и прибавив постоянное, 
мы найдем: 


уравнение, которое, будучи свободным от всяких эле- 
ментов бесконечности, является строго точным. 
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92. Требуется найти обзем параболоида, обра- 
зованного вращением около своей оси параболы, 


имеющей уравнение 
УУ=рх, 


где р есть параметр. 

Чтобы найти объем тела, мы представим себе, что 
оно образуется путем непрерывного возрастания бла- 
годаря последовательному прибавлению бесконечно 
тонких слоев, заключенных между перпендикулярными 
к оси сечениями, соответствующими последователь- 
ным бесконечно малым приращениям абсциссы, так 
что последний из этих слоев есть диференциал иско- 
мого объема, а самый объем есть интеграл этого 
диференциала. 

Если обозначить искомый объем через У, то аИ 
будет величиной последнего слоя. 

С другой стороны, если пренебречь вырезками, 
заключенными между внешней поверхностью данного 
тела и малой призмой, имеющей основанием меньшее 
из оснований слоя, вырезками, очевидно, бесконечно 
малыми по сравнению с этим слоем, то последний 
сведется к этому менышему основанию, умноженному 
на его высоту 4х. Следовательно, обозначив через А 
это основание, мы для всех тел получим такое 
несовершенное уравнение: 


4И=вах 


и, следовательно, также: 


И= ( вах. (А) 


е/ 
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В настоящем случае дело идет о теле вращения, и 
К есть круг с радиусом у, поэтому, обозначив через 


« отношение окружности к диаметру, 


иметь. 


мы. будем 


Тогда несовершенное уравнение (А) примет вид: 


И= ( фу? 4х. 


®/ 


Но по предположению 


У* = рх, 
и, следовательно: 


У= (врх ах, 


или, выполняя указанные действия: 


ИЛИ 


(В) 


уравнение, которое, будучи совершенно, свебодным: 
от всяких элементов бесконечности, является совер- 


шенно строгим. 


Для определения С нало установить точку отсчета 
для искомого объема. Если, напримзр, исходить из 
вершины оси, то получится х=0и У=0 и, сле- 


довательно, С =0. 
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Формула тогда примет вид: 


т.е. искомый объем будет равен произведению осно- 


— 1 
вания юу? на половину высоты 5х. 


93. Требуется найти центр средних расстояний 
или центр тяжести пирамиды. 

Для того чтобы получить расстояние центра тяже- 
сти нескольких тел от данной плоскости, надо умно- 
жить массу каждого из этих тел на его расстояние 
от данной плоскости и все разделить на сумму масс. 

Заметив это, представим себе, что из вершины 
пирамиды к центру средних расстояний ее основания 
проведена прямая; очевидно, что искомый центр сред- 
них расстояний пирамиды будет находиться на этой: 
прямой. Следовательно, остается узнать, каково рас- 
стояние этого центра от основания этой пирамиды, 
и это мы должны найти, пользуясь установленным 
выше принципом. 

Для этого я назову Н —высоту пирамиды, В — ее 
основание и х-— расстояние вершины до какого- 
нибудь из сечений, параллельных ‘этому основанию. 

Если х увеличится на 4х, то малый слой, соответ- 
ствующий этому увеличению, будет диференциалом 
объема этой пирамиды. 

Но так как сечения, параллельные основанию, про- 
порциональны квадратам расстояния до вершины, то 


13 Карно 
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В 
сечение, соответствующее высоте х, будет = №. 


Поэтому объем слоя, если пренебречь вырезком как 
бесконечно малым по сравнению с ним, будет: 


В 3 
Н? х? ах. 
Следовательно, его момент относительно основания 
будет: В 
у 
яз (Н —х)х* ах. 


Но для того чтобы найти искомое расстояние 
центра средних расстояний пирамиды от основания, 
нужно сумму этих моментов или же интеграл этого 
диференциального выражения разделить на объем пи- 
рамиды. Если назвать это расстояние через У, то мы 
получим несовершенное уравнение: 


\ н. (Н — х)х? ах 
\ г х ах 


или же, выполняя указанные действия и производя 
упрощения: 
В /1 1 

= (— Нл — —_ ха 
яз(з Ня— дя) +С 

В 1 ’ 

— —_жз й 

вз* С 


У = 


уравнение, которое, не заключая более количеств 
бесконечно малых, является совершенно точным. 
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Для окончания решения надо определить постоян- 
ные С, С’, но так как дело идет о всей пирамиде, 
то сначала нужно предположить х=0. Тогда оба 
интеграла превратятся в 0, и следовательно, С =0 
и С'=0. Поэтому уравнение преобразуется в 


3 
У=Н---х8. 
4 
Положив х=Н, мы для всей пирамиды получим: 


У Н, 
т.е. искомый центр средних расстояний пирамиды на- 
ходится на прямой, проведенной из вершины к центру 
средних расстояний основания, и лежит на расстоянии 
четверти этой линии от основания. 

94. Требуется найти уравнение кривой, подкаса- 
тельная которой находится в данном отношении 
к абециссе, т. е. такой кривой, что если абсциссу 
обозначить х, то подкасательная будет тх, где т 
предполагается постоянным. 


Общая формула подкасательной к какой-нибудь 


кривой с координатами х иу есть у =, другими 


ах 
словами, у ду бесконечно мало отличается от подка- 


сательной. Следовательно, в данном случае мы имеем 
несовершенное уравнение: 


ах 


т —Уду, 


13% 
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откуда я получаю: 
ах _ ах. 


у  тх’ 
интегрируя: 


1 
в у=> 2х а, 


где а есть постоянное. 
Умножая на т и производя приведения, будем 
иметь: 
12 у" —=ех-+1а”, 
ИЛИ 
12 у" =1е а"х, 
или, наконец: . 
у” = а”х, 


уравнение, которое, будучи свободным от всяких эле- 
ментов бесконечности, является строго точным. 


О ВАРИАЦИОННОМ ИСЧИСЛЕНИИ 


95. Вариационное исчисление является одним из 
самых блестящих творений нашего бессмертного 
Лагранжа. Основной целью этого исчисления является 
решение общим способом знаменитых вопросов о жа- 
ксимумах и минимумах, столь долго занимавших 
первых математиков Европы вскоре после изобрете- 
ния исчисления бесконечно малых. 

Уже Эйлер обсуждал эти вопросы с обычными для 
него глубиной и ясностью в специальном труде, оза- 
главленном: «Ме{о4и$ {пуешепа! Ппеаз сигуаз$ шахта 
шшбпадие ргорпёа{ гацдещез» *°. Но алгорифмом, 
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который выделил эту прекрасную теорию и сообщил 
ей насколько возможно однообразный и простой 
метод (тагсНе), мы обязаны Лагранжу. 

В обыкновенных задачах на шахипа и шипа дело 
идет о нахождении некоторых определенных значе- 
ний, которые следует придать различным перемен- 
ным, входящим в ту или другую данную конечную 
функцию этих переменных, для того чтобы эта функ- 
ция получила наибольшее или наименьшее из воз- 
можных значений. 

Наоборот, в вариационном исчислении дело идет 
об определении самых соотношений между перемен- 
ными, т. е. таких уравнений между ними, при кото- 
рых удовлетворяются условия шахинит или шшйпат. 
Сверх того, функция, которая должна быть шамтит 
или шшИитиш, не составлена, как в обыкновенных 
задачах, только из конечных количеств, а является 
лишь некоторым указанным (5ешетеп{ 11 4и6е) инте- 
гралом от неинтегрируемого диференциального выра- 
жения 71. 

96. Пусть, например, нужно провести на пло- 
скости (фиг. 9) между двумя точками 4, О такую 
кривую с осью АК и ординатой ОК, проведенной 
из точки О перпендикулярно к этой оси, чтобы пло- 
щадь, заключенная между кривой и координатами АК 
и ОК, была тахипит для всех кривых одной и той 
же длины. 

Хотя эта задача и принадлежит к общей теории 
о шахшИ$ и п!пЦи!$, но очевидно, что она по при- 
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роде своей совершенно отлична от тех, о которых 
мы уже говорили (73), потому что здесь речь идет 
отнюдь не о нахождении определенных значений ДК, 
ОК для х и у, которые удовлетворяли бы данной 
задаче — ведь эти значения уже даны, — но об оп- 
ределении самой природы кривой, т. е. общего урав- 
нения, которое должнс 
иметь место для коорди- 
нат всех ее точек. 
Площадь, заключенная 
между этой кривой, какова 
бы она ни была, и край- 
ними координатами АК, 


Фиг. 9. 


ОК, есть \ уах; следова- 


тельно, этот только указанный (зппретепё ш@ацёе) 
интеграл должен быть шажтит. Таким образом, 
‘как мы сказали уже выше, в вопросах этого рода 
тахипит должен иметь интеграл некоторого неинте- 
грируемого диференциального выражения, и речь идет 
об определении соотношения, которое должно суще- 
ствовать между переменными для того, чтобы это 
условие удовлетворялось. 

97. Однако основной принцип остается здесь тем 
же, что и для обыкновенных задач на тахипа и ш!- 
пра, т. е. состоит в том, что когда количество, ко- 
торое должно стать, например, шахипит, достигло 
этого предела, то оно не может более увеличиваться. 
Приближаясь к этому пределу, оно увеличивается все 
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меньше и меньше до тех пор, пока его не достигнет: 
тогда оно становится как бы неподвижным, для того 
чтобы начать затем нечувствительно уменьшаться, так 
что в этом состоянии максимума количество может 
быть рассматриваемо как постоянное или имеющее 
диференциалом нуль, хотя те переменные количества, 
функцией которых оно является, и не таковы. Сле- 
довательно, если форма кривой при переходе в по- 
ложение АМ'МО изменяется бесконечно мало и если 
обозначить новые координаты через х', у’, то площадь 


\ у'4х’ можно считать равной ) уах, или, что то 


= 


же самое, приращение, которое получает \ уах при 


лереходе в \ у’ 4х’, можно считать равным нулю, если 
только отношение х и у соответствует искомому макси- 


муму. Это приращение и называется вариацией ( у ах. 


© 


98. Итак, пусть АМ'МЮ'О есть какая-нибудь бес- 
конечно мало отличающаяся от первой кривая; если 
рассматривать эту новую кривую как ту же, только 
претерпевшую бесконечно малое преобразование, кри- 
вую АММЮЛ, то мы сможем считать каждую точку 
М' преобразованной кривой за точку М другой, пе- 
решедшую из М в М', так что каждая точка но- 
вой кривой имеет соответствующую ей точку на 
первой. 

Тогда приращение, которое получает при этом из- 
менении каждое из входящих в систему количеств, 
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когда она переходит из первого состояния во второе, 
называется вариацией этого количества. Так, напри- 
мер, вариация МР есть М’'Р’'— МР, вариация М№О 
есть №'О’— МО; вариация всей кривой есть: 


АМ'МЮ'О — АММЮР, 
вариация ее площади есть: 


АМ'МВ'ОКА — АММРОКА 
ит. д. 


99. Хотя вариация количества и есть разность 
двух бесконечно мало отличных значений этого ко- 
личества, но не следует смешивать ее с его дифе- 
ренциалом; последний является разностью двух по- 
следовательных значений, взятых на одной и той же 
кривой, в то время. как вариация есть разность двух 
значений, взятых при переходе от одной кривой 
к другой; так, например, диференциал абсциссы есть 
АО — АР, между тем как ее вариация есть АР' — АР; 
диференциал ординаты есть М@ — МР, между тем 
как ее вариация есть М’Р' = МР, ит. д. 

Чтобы не смешивать эти две разности, новую, т. е. 
вариацию, обозначают характеристикой 6, между тем 
как диференциал имеет характеристику 4. Таким об- 
разом Р@ = 4х, тогда как РР’ =дх; МО — МР = ау, 
тогда как М'Р’ — МР =ду, ит. д. 

Когда переходят от точки М к точке М на первой 
кривой, то на второй переходят от точки М’ к № 
таким образом, если РО будет диференциалом х, т.е, 
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количеством, на которое увеличивается х при пере- 
ходе от Мк М, то Р’'О’ будет диференциалом АР’, 
т. е. количеством, на которое в то же самое время 
увеличивается АР'или Хх -- 8х. Точно так же МО'— М’Р” 
есть диференциал от М’Р’ или же от у-+ ду. 

100. Вариации, как и диференциалы, вводятся в вы- 
числения только в качестве вспомогательных коли- 
честв для облегчения открытия соотношения, которое 
в действительности должно существовать между ко- 
‚ординатами первой кривой. Следовательно, после вве- 
дения вариаций необходимо их исключение для того, 
чтобы осталось только искомое соотношение между 
координатами; или, если угодно, чтобы сначала оста- 
лось соотношение между этими координатами и их 
диференциалами, которое затем через интегрирование, 
или как-либо иначе переходит в соотношение между 
одними только координатами и постоянными, состав- 
ляющими систему означенных количеств. 

101. Мы уже видели, что разные операции ана- 
лиза основываются, вообще, на различных степенях 
неопределенности, свойственных количествам, которые 
участвуют в одном каком-либо вычислении. Мы здесь 
имеем этому новый пример, ибо вариации являются 
количествами еще более неопределенными, чем дифе- 
ренциалы, которые сами, как мы видели, более не- 
определенны, чем простые переменные. 

В самом деле, когда представляют себе, что при- 
рода некоторой кривой начинает бесконечно мало 
изменяться, то первоначальную кривую всегда рас- 
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сматривают как некоторый неизменный предел ({егте 
Нхе), с которым и сравнивают изменяющуюся кривую. 
Произведенные малые изменения выражаются посред- 
ством вариаций, получаемых координатами и другими 
количествами системы, и эти вариации можно считать 
сколь угодно малыми, ничего не изменяя в означен- 
ной системе, между тем как система, получающаяся 
при вариации и являющаяся вспомогательной, не- 
прерывно приближается к первой, пока не станет 
отличаться от нее сколь угодно мало. 

Диференциалы подчиняются закону, определяемому 
соотношением между координатами. Между тем закон, 
связующий с этими координатами вариации, является 
произвольным. Отсюда следует, что хотя и диферен- 
циалы и вариации являются просто вспомогательными 
количествами, но последние все же более неопреде- 
ленны, чем первые, потому что они могли бы изме- 
няться, даже если диференциалы рассматривались бы 
как неизменные. 

102. Если предположить, что х будет одним из 
переменных, а х’— бесконечно мало отличным количе- 
ством, соответствующим ему в новой системе, то 
(х'—х) будет бесконечно малым количеством, на ко- 
торое должно увеличиться х, чтобы стать х’, и, сле- 
довательно, является тем, что мы назвали вариацией 
от х или дх. Поэтому, чтобы найти вариацию какой- 
нибудь функции от х, следует, очевидно, только по- 
ставить в нее х-+-дх вместо х и затем вычесть из 
нее первую функцию; этот прием, будучи абсолютно 
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сходным с диференцированием, показывает, что раз- 
личие между вариацией и диференциалом заключается 
только в характеристике, которая будет 6 для пер- 
вой и 4 для второго. 

103. Если — оставляя в стороне характеристики — 
правила обоих исчислений одинаковы, то ясно, что 
вариация 4х есть 84х и что, наоборот, диференциал 
дх есть 4дх. 

Но нетрудно заметить, что эти два количества 8 4х 
Абх одинаковы и отличаются только по форме, т. е. 


необходимо 
бах =адх. 


В самом деле, нам нужно сравнить четыре сис- 
темы количеств, а именно: 1) систему, соответствую- 
щую точке М; 2) систему, которая соответствует 
точке Ми к которой от первой переходят через 
диференцирование; 3) систему, которая соответствует 
точке М’ и к которой переходят от первой через 
варьирование; 4) систему, которая соответствует 
точке № и к которой приходят либо от второй си- 
стемы, соответствующей точке №, через варьирование, 
либо от третьей, соответствующей точке М’, через 
диференцирование. 

Но значение переменного, соответствующее первой 
из этих четырех систем, т. е. системе, означенной 
по предположению, есть х; значение, соответствую- 
щее второй, есть х- 4х; значение, соответствую- 
щее третьей, есть х--4х и, наконец, значение, со- 
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ответствующее четвертой, будет в зависимости от 
способа ее получения или 


(х- 4х) +8 (х - 4х), 
(хх) + а (х 4х). 


Таким образом последниё два качества выражают 
одно и то же, именно, значение переменного х в чет- 
вертой системе; следовательно, эти два количества 
равны, т. е. 


(х нах +8 (х ах) =( 9х) +@(х 8х). 
Выполняя указанные действия, мы будем иметь: 
х-- ах дх + д ах=х-+ 8х + ах-+ ах 


и, делая приведения: 
дах =а 8х. 


ИЛИ 


Значит, вариация диференциала какого-нибудь ко- 
личества всегда равна диференциалу вариации; это 
предложение является одним из основных принци- 
пов вариационного исчисления. 

104. Другой принцип, вытекающий из первого и 
также принадлежащий к числу основных, состоит 
в том, что вариация интеграла какого-нибудь ди- 
`ференциального выражения равна интегралу ва- 
риации, т. е. что вообще 


а р= ( 8, 


причем Р обозначает какую-нибудь функцию, содер- 
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жащую диференциал различных переменных, какх, у, г, 
и сами переменные. В самом деле, пусть 


| Р=0; 
диференцируя, будем иметь: 
Р=да0. 
Варьируя, получим: 
Р=ЗаЦ, 
или согласно вышеуказанному принципу: 
8Р =а400. 


Тогйа, интегрируя, мы найдем: 
ар =80 
или, подставляя вместо О его значение: 


[аР=8 (Р. 


®/ «) 


105. Допустим, что требуется найти вариацию ка- 
кого-либо неопределенного интегрального выражения 


ух, т. е. найти 8 [ уах, или, лучше, придать 


этому выражению такой вид, в котором оно сможет 
быть освобождено от вспомогательного знака 9, ко- 
торый всегда должно стремиться уничтожить первым. 
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Согласно второму основному принципу мы будем 


иметь: 


8 и4х= | 8 (Их) = | ахду + | узах; 
согласно первому принципу: 


/ 


[ах = | ака + [уавх. (А) 
Но 
4(У3х) =4У3х-+ Уадх. 


Интегрируя и перенося члены, мы получим: 


[из 9х = Идх — \ 4Удх. 


Подставляя это значение \ Уа 6х в уравнение (А), мы 
найдем: 
8 Уах = Удх (4х иИ— \ аУдх. 
ИЛИ 
8 ух =У8х + | (4хёУ—аудх), (В) 


уравнение, которое можно будет в соответствии с при- 
родой функции У освободить от знака вариации 5, 
что приведет задачу к обычным приемам диферен- 
циального и ‘интегрального исчислений. 


Ё—и дык 


ТЛАВА ТРЕТЬЯ 


О МЕТОДАХ, КОТОРЫМИ МОЖНО ЗАМЕСТИТЬ АНАЛИЗ 
БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ 


106. Существует несколько способов решения во- 
просов, нахолящихся в сфере ведения анализа беско- 
нечно малых, и хотя ни один среди них не обладает 
такими, как он, преимуществами, все же интересно 
узнать, каковы различные взгляды на принципы этой 
теории. Поэтому я намереваюсь здесь рассмотреть 
различные родственные анализу бесконечно малых и 
даже могущие его заместить методы. 


О МЕТОДЕ ИСЧЕРЛЫВАНИЯ 


107. Методом исчерпывания пользовались в своих 
трудных исследованиях древние, в особенности в тео- 
рии кривых линий и поверхностей и при вычислении 
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ограничиваемых ими площадей и объемов. Так как 
древние допускали только совершенно строгие дока- 
зательства, то они не считали возможным рассматри- 
вать кривые как многоугольники с большим числом 
сторон; но когда они желали установить свойства 
какой-либо кривой, то они рассматривали ее как некий 
неизменный предел (еше Нхе), к которому непре- 
рывно и сколь угодно приближаются вписанные и 
описанные многоугольники по мере увеличения числа 
их сторон. Тем самым они как бы исчерпывали про- 
странство, заключенное между этими многоугольниками 
и кривой, что, без сомнения, и побудило дать этому 
метоцу имя метода исчерпывания *®. 

Так как эти многоугольники, ограниченные пря- 
мыми линиями, представляли собой известные фигуры, 
то их непрерывное приближение к кривой давало о 
последней все более и более отчетливое представле- 
ние; руководствуясь законом непрерывности, можно 
было затем вполне точно узнать ее свойства. 

Но геометрам было недостаточно узнать и как бы 
разгадать эти свойства, их надо было подтвердить 
каким-нибудь неоспоримым способом. Этого они до- 
стигали, доказывая, что всякое предположение, отри- 
цающее существование этих самых свойств, необхо- 
димо приводит к какому-либо противоречию; поэтому 
они называли этот способ доказательства приведением 
к нелепости. 

108. Так, например, установив сначала, что пло- 
щади подобных многоугольников относятся, как квад- 
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раты их соответственных линий, они заключали, что 
круги различных радиусов относятся, как квадраты 
этих радиусов, что составляет второг предложениг 
двенадцатой книги Эвклида. К этому заключению их 
приводила аналогия с воображаемыми вписанными 
в эти круги правильными многоугольниками с одина- 
ковым числом сторон. Действительно, так как при 
сколь угодно болыпом увеличении числа этих сторон 
их площади постоянно относятся, как квадраты ради- 
усов описанных кругов, то, как легко заметили древ- 
ние, то же самое необходимо должно иметь место и 
для самих кругов, к которым эти многоугольники 
все более и более приближаются, пока не будут от- 
личаться от них сколь угодно мало. Но этого было 
недостаточно; надо было строго доказать, что дело 
обстоит действительно так, и это они делали, пока- 
зывая, что всякое обратное предположение необхо- 
димо приводит к нелепости. Таким же путем древние 
доказывали, что объемы шаров относятся, как кубы 
их диаметров; что пирамиды одинаковой высоты 
относятся, как их основания; что конус есть треть 
цилиндра с тем же основанием и той же высотой. 

Для лучшего исследования вопроса древние часто 
вводили в качестве вспомогательных фигур одновре- 
менно вписанные и описанные многоугольники, кото- 
рые они и сравнивали друг с другом. Тем самым они 
все более и более замыкали кривую, заключенную 
между этими прямолинейными фигурами, и легче оп- 
ределяли свойства этой средней величины. 


14 Карно 
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109. Так же поступали они и с кривыми поверх- 
ностями и объемами тел. Они воображали их впи- 
санными и описанными около других поверхностей, 
у которых они увеличивали постепенно число сторон 
и поясов, замыкая, таким образом, все более и более 
между ними данную поверхность. Закон непрерыв- 
ности снова указывал свойства этой средней фигуры, 
и они поверяли их посредством приведения к неле- 
пости, удостоверяясь путем строгого доказательства, 
что всякое обратног предположение безусловно при- 
водит к какому-либо противоречию. 

Именно так Архимед доказал, что боковая поверх- 
ность прямого конуса равна площади круга, который 
имеет радиусом среднюю геомэтрическую между обра- 
зующей конуса и радиусом круга основания, что вся 
поверхность шара вчетверо больше одного из его 
больших кругов и что поверхность какого-нибудь 
его пояса равна окружности большого круга, умчо- 
женной на высоту этого пояса. 

Посредством того же приведения к нелепости дрзз- 
ние распространяли отношения, найденные между 
соизмеримыми количествами, на количества несоизм?- 
римые. Это учение, конечно, прекрасно и очень ценно, 
оно отличается совершенной очевидностью и не поз- 
воляет упускать из вида преследуемую цель; для 
древних это был метод открытий 23; оно и сейчас еще 
является чрезвычайно полезным, потому что упраж- 
няет способность суждения, приучает к строгости 
доказательств и в зародыше заключает анализ беско- 
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нечно малых. Правда, оно требует некоторого напря- 
жения ума; но раззе размышление не является необ- 
ходимым для всех, кто желает познать законы при- 
роды, и не является ли необходимым привыкнуть 
к нему заранее, лишь бы не посвящалось этому слиш- 
ком много времени? 

110. Внимательно изучая приемы этого метода ис- 
черпывания, можно заметить, что они всегда сводятся 
к введению вспомогательных количеств при исследо- 
вании свойств или соотношений между данными ко- 
личествами. При этом данные количества рассматри- 
ваются как крайние пределы, к которым по предпо- 
ложению непрерывно приближаются вспомогательные, 
а закон непрерывности, которому они следуют при 
этом приближении, указывает на те видоизменения, 
путем которых можно перейти от известных свойств 
вспомогательных количеств к неизвестным дотоле 
свойствам данных количеств. 

Так именно применяют метод исчерпывания к опре- 
делению свойств кривых, вводя вписанные и описан- 
ные многоугольники, образующие вспомогательные си- 
стемы известных количеств, которые, постепенно при- 
ближаясь к данной кривой, позволяют узнать, благо- 
даря закону непрерывности, которому они следуют 
при этом приближении, и благодаря своему все уси- 
ливающемуся сходству с этой кривой, особенности 
и свойства этой последней. 

[11. Таким образом метод исчерпывания пресле» 
дует ту же цель и руководствуется теми жё принци: 

14% 
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пами, что и анализ бэсконечно малых. Это — все та 
же вспомогательная система известных количеств, с 
одной стороны, связанная с той, которую хотят уз- 
нать, а с другой стороны, остающаяся достаточно 
произвольной, чтобы ее можно было постепенно сколь 
угодно приближать к заданной системе, что и позво- 
ляет путем индукции определить искомые соотноше- 
ния. После этого остается лишь установить досто- 
верность этих соотношений, чего и достигают путем 
приведения к нелепости. 

112. Ньютон значительно усовершенствовал это 
учение посредством своей теории первых и последних 
отношений, которые как раз и вскрываются (дие 1а!! 
соппа ге) законом непрерывности при постепенном 
приближении вспомогательной системы к означенной 
системе. Благодаря этой новой теории он расширил 
принципы метода исчерпывания и упростил его прие- 
мы, освободив его от свойственной ему ранее необ- 
ходимости всегда подтверждать точность найденных 
соотношений посредством приведения к нелепости и 
доказав, что эти соотношения достаточно хорошо 
обоснованы самим способом их получения. Именно 
это и говорит Ньютон, заканчивая изложение этой 
теории: «Я начал,— говорит он, —с этих лемм для 
того, чтобы избежать длинных доказательств от 
противного по методу древних геометров». 

Впоследствии ** этот великий человек сделал второй, 
еще более крупный шаг вперед в этом учении, пре- 
образовав в исчислении флюксий свой метод первых 
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и последних отношений в некий систематический 
алгорифм. Посредством исчисления флюксий он ввел 
в алгебраический анализ не только эти первые и по- 
следние отношения, но и отдельно взятые их члены, 
т. е. в отдельности числитель и знаменатель пред- 
ставляющей каждое из них дроби. Это нововведение 
обладает величайшей важностью, ибо оно доставляет 
новые способы преобразования. К этому мы возвра- 
тимся в дальнейшем. Однако слава этого открытия 
принадлежит не одному только Ньютону; он разделил 
ее с Лейбницем, который даже получил перед ним 
преимущество, первым опубликовав свой алгорифм, и 
который, имея мощную поддержку со стороны других 
знаменитых математиков, тотчас же усвоивших его 
метод, подвинул его с их помощью много быстрее 
вперед, чем это смогло сделать за то же самое время 
исчисление флюксий. 


О МЕТОДЕ НЕДЕЛИМЫХ 


113. Предшественником тех ученых, которым мы 
обязаны анализом бесконечно малых, был Кавальери, 
он проложил им дорогу своей «Геометрией неде- 
лимых» 95. 

Метод неделимых рассматривает линии как соста- 
вленные из точек, поверхности — из линий, объемы — 
из поверхностей. 

Эти предположения, конечно, нелепы, и их следует 
употреблять только с осмотрительностью: но на них 
нужно смотреть ‘как на средства упрощения, посред- 
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ством которых во многих случаях быстро и легко. 
получается то, что, строго следуя методу исчерпы- 
вания, можно было бы найти только длительным и 
тяжелым путем #8. 

Если, например, нужно доказать, что две пирамиды 
с одинаковыми основаниями и одинаковой высотой 
одинаковы также и по объему, то их обе рассматри- 
вают как составленные из бесконечного множества 
равноотстоящих друг от друга плоских поверхностей, 
Г С в Которые являются их элемен- 

\ К / тами. И так как эти эле- 
т 7 менты попарно равны, а 

^ Эх число их с обеих сторон 
0 С г одинаково, то отсюда заклю- 
Фиг. 10 чают, что объемы пирамид, 
являющиеся соответственны- 

ми суммами этих элементов, равны между собою. 

114. Допустим, что АВ (фиг. 10) есть диаметр 
полукруга АСВ, АВЕО — описанный прямоугольник, 
СО — радиус, перпендикулярный к ОЁ; допустим, что, 
сверх того, проведены две диагонали СД, СР и что, 
наконец, через какую-нибудь точку т прямой АД 
проведена прямая тире, перпендикулярная к СС, 
пересекающая окружность в точке п и диагональ СО 
в точке р. 

Представим себе, что вся фигура вращается около 
СС как оси; тогда четверть круга АСС образует 
полушарие диаметра АВ; прямоугольник АДС@О об- 
разует описанный прямой цилиндр © тем же диамет- 
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ром; равнобедренный прямоугольный треугольник С@ О 
образует прямой конус, у которого высотой и ради- 
усом основания будут служить равные линии СЦ, ОС; 
наконец, три прямые или отрезки прямой тг, по, рг 
образуют каждая круг, центр которого находится 
в точке г. 

Первый из этих трех кругов будет элементом ци- 
линдра, второй — элементом полушария и третий — 
конуса. 

Далее, так как площади этих кругов относятся 
между собой, как квадраты их радиусов, а эти три 
радиуса могут, очевидно, служить гипотенузой и 
двумя катетами прямоугольного треугольника, то ясно, 
что первый из этих кругов равен сумме двух других, 
т. е. что элемент цилиндра равен сумме элементов, 
соответствующих полусфере и конусу. Так как то же 
самое справедливо для всех прочих элементов, то из 
этого следует, что весь объем цилиндра равен сумме 
всего объема полушария и всего объема конуса. 

Но ведь известно, что объем конуса равен трети 
объема цилиндра; следовательно,. объем полушария 
равен двум третям этого цилиндра; значит, объем 
целого шара равен двум третям объема описанного 
цилиндра, как это и открыл Архимед. 

115. Кавальери определенно предупреждает, что его 
метод есть не что иное, как следствие метода исчер- 
пывания; но он заявляет, что не мог бы дать его 
строгого доказательства. Великие математики, после- 
довавшие за Кавальери, вскоре уловили сущность его 
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метода; он был среди них в большой славе вплоть 
до открытия новых исчислений, и они так же мало 
считались с выставленными тогда против него возра- 
жениями, как и братья Бернулли с возражениями, 
выставленными позднее против анализа бесконечно 
малых. Именно этому методу неделимых Паскаль и 
Роберваль обязаны успехом своих глубоких исследо- 
ваний о циклоиде. Вот что говорит о нем первый 
из этих знаменитых авторов: 

«Я хотел сделать это предупреждение, чтобы по- 
казать, что все, что доказано посредством истинных 
правил о неделимых, доказуемо также строго и спо- 
собом древних и что, таким образом, один из этих 
методов отличается от другого только по способу 
выражения, что не может нисколько смущать разум- 
ных людей, раз их предупредили, чтб под ним разу- 
меется. Поэтому в дальнейшем я буду спокойно 
пользоваться этим языком неделимых, употребляя 
выражения сумма линий или сумма плоскостей. 
Я буду спокойно употреблять такое выражение, как сум- 
ма о’динат, которое кажется негеометрическим тем, 
кто не понимает учения о неделимых и кто считает 
грехом против геометрии выражать плоскость при 
посредстве неопределенного (ш@6Нп1) числа линий. Но 
это мнение вызывается только их недостаточным по- 
ниманием, потому что под этими словами подразу- 
мевается не что иное, как сумма неопределенного 
числа прямоугольников, образованных каждой орди- 
натой с каждой из равных малых часлей диаметра, 
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сумма которых, конечно, есть плоскость. Таким об- 
разом когда говорят о сумме неопределенного мно- 
жества линий, то всегда имеют в виду еще некото- 
рую прямую, на равные и неопределенные части которой 
они умножаются». 

«Этого, конечно, более чем достаточно, чтобы по- 
нять, что смысл такого рода выражений, как сумма 
линий, сумма плоскостей и т. д., вполне соответ- 
ствует чистой геометрии». 

116. Это место замечательно не только потому, 
что доказывает, что математики прекрасно умели оце- 
нить достоинства метода неделимых, но еще и по- 
тому, что оно доказывает, что понятие математиче- 
ской бесконечности в том самом смысле, какое ему 
приписывают ныне, не было чуждо этим математикам. 
Действительно, из этой цитаты Паскаля явствует, что 
он придавал слову неопределенный (ша6Йп!) то же 
значение, какое мы придаем слову бесконечный (ши); 
что он называл просто малым то, что мы называем 
бесконечно малым, и что он без стеснения пренебре- 
гал этими малыми количествами по сравнению с коли- 
чествами конечными; ведь мы видим, что Паскаль 
рассматривал трапеции или малые части площади кри- 
вой, заключенные между двумя последовательными 
ординатами, как простые прямоугольники, пренебрегая 
малыми смешаннолинейными треугольниками, основа- 
ниями которых служат разности этих ординат. Однако 
никто не решался еще упрекать Паскаля в недостатке 
строгости. 
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Роберваль беспрестанно употребляет эти выражения 
бесконечног (шН) и бесконечно малое в том смысле, 
какой им придают в настоящее время, и формально 
заявляет, что бесконечно малыми количествами сле- 
дует пренебрегать по сравнению с конечными количе- 
ствами, а последними — по сравнению с количествами 
бесконечными, 

Следовательно, уже тогда было известно, что метод 
неделимых и все возможные аналогичные методы 
суть не что иное, как упрощающие формулы, весьма 
полезные для избежания длиннот метода исчерпы- 
вания и никоим образом не вредящие точности его 
результатов. 

Последующие математики долгое время пользова- 
лись им даже после того, как были изобретены ди- 
ференциальное и интегральное исчисления. Поэтому 
неудивительно, что Лейбниц не позаботился строго 
доказать принцип, на который вообще смотрели как 
на аксиому. Возражения против этого принципа 
возникли только тогда, когда он был приведен 
к алгорифму, как будто бы стало жалко, что 
научные пути, которыми итти до того было так 
трудно, сразу были расчищены и сделаны доступ- 
ными для всех. Эти замечания я закончу одним, 
двумя примерами. 

117. Обыкновенная алгебра показывает, как можно 
найти сумму какой-нибудь последовательности членов 
из ряда натуральных чисел; сумму их квадратов: 
сумму их кубов и т. д. Это обстоятельство дает 
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геометрии неделимых средства вычислить площади 
многих прямолинейных и криволинейных фигур и 
объемы многих тел. 

Возьмем, например, треугольник, опустим из его 
вершины на основание перпендикуляр, разделим этот 
перпендикуляр на бесконечное множество равных ча- 
стей и проведем через каждую точку деления прямую, 
параллельную основанию, концы которой будут нахо- 
диться на двух сторонах треугольника. 

Согласно принципам геометрии неделимых мы 
можем рассматривать площадь треугольника как сум- 
му всех параллелей, на которые мы будем смотреть 
как на ее элементы; далее, согласно свойствам тре- 
угольника, эти прямые пропорциональны их рассто- 
яниям от вершины; следовательно, так как по пред- 
положению высота разделена на равные части, то 
эти параллели возрастают в арифметической прогрес- 
сии, первый член которой равен нулю. 

Но во всякой арифметической прогрессии, первый 
член которой есть нуль, сумма всех членов равна 
последнему, умноженному на половину числа этих 
членов. В нашем случае сумма членов представляется 
площадью треугольника, последний член — основанием, 
а число членов — высотой. Следовательно, площадь 
всего треугольника равна произведению его основа- 
ния на половину его высоты. 

118. Возьмем пирамиду; опустим перепендикуляр 
из ее вершины на основание, разделим этот перпен- 
дикуляр на бесконечное множество равных частей и 
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через каждую точку деления проведем плоскость, 
параллельную основанию этой пирамиды. 

Согласно принципам геометрии неделимых, пересе- 
чение каждой из этих плоскостей и объема пира- 
миды будет одним из элементов этого объема, а 
этот последний будет не чем иным, как суммой всех 
этих элементов. 

Но согласно свойствам пирамиды, эти элементы 
относятся, как квадраты их расстояний до вершины. 
Следовательно, обозначая через В основание пирами- 
ды, Н — ее высоту, В — какой-нибудь из упомянутых 
элементов, # — его расстояние до вершины и У — объем 
пирамиды, будет иметь: 

В:6 :: Н*: #9, 
и, значит: 
Би". 


Следовательно, И, который является суммой всех 
этих элементов, равен постоянному т, умноженному 


на сумму квадратов #?; и так как расстояния Й воз- 
растают в арифметической прогрессии, первый член 
которой есть нуль, а последний Н, т. е. подобно 
натуральным числам от 0 до Н, то количества Й' 
представят их квадраты от 0 до М”. 

Но обыкновенная алгебра учит, что сумма квад- 
ратов натуральных чисел от 0 до Н* включительно 


равна; 
2Н3 + ЗЕ + Н 
6 ° 
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я 
Так как здесь число Н бесконечно 27, то все члены, 
следующие в числителе за первым, Исчезают по 
сравнению с ним. Следовательно, эта сумма квадра- 


1 
тов сведется к НЗ. 
Умножая затем эту величину на найденное выше 


В 
постоянное НЗ? мы Получим для искомого объема: 


1 
У=- ВН, 


т. е. объем пирамиды равен трети произведения её 
основания на ее высоту. 

Подобным же путем можно доказать, что, вообще 
площадь всякой кривой, уравнение которой у” = х", 


равна АУ, где У представляет последнюю орди- 


т 
тп 
нату, Х — соответствующую еЙ абсциссу, а тип 
суть какие-нибудь целые, дробные, положительные 
или отрицательные показатели *8. 

Таким образом метод неделимых в некоторых отно- 
шениях замещает интегральное исчисление; можно 
считать, что он соответствует интегрированию одно- 
членов, что было, конечно, великим открытием во 
времена Кавальери. 


О МЕТОДЕ НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ 


119. Мне кажется, что Декарт, благодаря своему 
мегоду неопределенных, очень близко подошел к ана- 
лизу бесконечно малых, или, скорее, мне кажется, 


992 ЛАЗАРЬ КАРНО 


что анализ бесконечно малых есть не что иное, как 
удачное применение метода неопределенных 39. 

Основной принцип метода неопределенных или не- 
определенных коэфициентов состоит в том, что если 
имеется уравнение вида: 


А - Вх + Ср... =0, 


в котором коэфициенты А, В, С, ит. д: являются 
постоянными, а х — количеством переменным, которое 
может быть предположено сколь угодно малым, то, 
каждый из этих коэфициентов в отдельности неиз- 
бежно равен нулю, или, иначе, что всегда будет: 


А=0, В=0, С=0 ит. д., 


каково бы ни было притом число членов этого 
уравнения. 

В самом деле, так как можно предположить х 
сколь угодно малым, то возможно также сделать сколь 
угодно малой и сумму всех членов, содержащих 
в качестве множителя х, т. е. сумму всех членов, 
следующих за первым. Следовательно, этот первый 
член А отличается от 0 сколь угодно мало; но так 
как А является постоянным, то оно не может отли- 
чаться от 0 сколь угодно мало, потому что тогда 
оно было бы переменным, и, следовательно, оно 
может быть только 0. Итак, мы уже имеем А=0, 
и, значит, остается: 


Вх С++ Ох .,, =0, 
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Я делю все на х и получаю: 
В+ Сх- О... =0, 


откуда находим В=0 в силу того же основания, 


которое служило для доказательства, что А==0. 
Аналогичное рассуждение покажет, что равным 


образом 
С=0, Д=0 ит. д. 


120. Установив это, возьмем уравнение только 


с двумя членами: 
А- Вх =0, 


в котором первый член является постоянным, а вто- 
рой способен сделаться сколь угодно малым; согласно 
только что сказанному это уравнение возможно 
только, если члены А и Вх каждый в отдельности 
равны нулю. 

Следовательно, в качестве основного принципа 
и непосредственного следствия метода неопределенных 
мы можем установить, что если сумма или разность 
двух условно-предполагаемых (ргёеп4ие$) количеств 
равна нулю и если одно из них можно предположить 
сколь угодно малым, а другое не заключает ничего 
произвольного, то эти два условно-предполагаемых 
количества каждое в отдельности равны нулю. 

121. Одного этого принципа достаточно для раз- 
решения при помощи обыкновенной алгебры всех 
вопросов, подлежащих ведению анализа бесконечно 
малых. Соответствующие приемы обоих методов, 
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после надлежащего их упрощения, являются абсо- 
лютно одинаковыми; все различие заключается в спо- 
собе рассмотрения вопроса: количества, которыми 
пренебрегают в одном как бесконечно малыми, под- 
разумеваются в другом, ибо, хотя они и считаются 
конечными, но доказано, что они должны сами со- 
бой исключиться, т. е. уничтожить друг друга в ре- 
зультате вычисления. 

В самом деле, легко заметить, что этот результат 
может быть только уравнением с двумя членами, из 
которых каждый в отдельности равен нулю, следова- 
тельно, можно наперед подразумевать в процессе 
вычисления все члены, которые относятся к тому из 
этих двух уравнений, которым не желают пользо- 
ваться. Применим эту теорию к нескольким примерам. 

122. Вернемся к уже рассмотренному примеру (9). 
Мы нашли там (фиг. 1): 


МЕ 2у + Ю2 


М2 
ТР+ТТ=У Ю7 \ Ю7- а 9% — М7 ° 


Оба эти уравнения совершенно точные, каковы бы 
ни были значения ЛМ и ЮЙ. Поэтому, найдя из 
МЕ 
первого из этих уравнений значение -5> и подста- 
вив во второе, я получу в 


ТР+ТТ_ 2-82 
у —" 2а—2к- МЕ ' 


точное уравнение, имеющее силу, какое бы расстоя- 
ние мы ни взяли между линиями Юз и МР. 
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Но легко заметить, что я могу представить это 
уравнение в следующем виде: 


а ба ма = 0, 


где первый член содержит только количества данные 
или определенные условиями задачи, а второй со- 
держит произвольные количества и можег быть пред- 
положен сколь угодно малым, без какого-либо изме- 
нения количеств, содержащихся в первом члене, 
потому что Ю5 можно считать сколь угодно близким 
к МР. Следовательно, согласно теории неопределен- 
ных, каждый из членов этого уравнения в отдельно- 
сти должен быть равен нулю. Таким образом это 
уратнение можно разложить на два других уравнения: 


из которых первое содержит только означенные ко: 
личества, а второе содержит произвольные количе- 
ства. Но для нас важно только первое, потому что 
именно оно дает нам искомую величину ТР, притом 
такую, какую мы уже нашли прежде. Следовательно, 
даже если бы мы допустили в процессе вычислений 
ошибки, относящиеся, правда, только к последнему 
уравнению, то точность искомого результата от этого 
нисколько бы не пострадала; и так в действительно- 
сти и случилось бы, если бы мы стали рассматривать 
М2, К2 и ТТ как исчезающие (пиПез) в первона- 
15 Карно 
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чальных уравнениях по сравнению с предложенными 
количествами а, у, х. Мы бы при этом допустили 
ошибки в выражении условий задачи, но эти ошибки 
уничтожилйсь бы сами собой через компенсацию и 
не оказали бы никакого действия на нужный нам 
результат. 

123. С этой точки зрения анализ бесконечно малых 
представляется не чем иным, как применением или, 
если угодно, обобщением метода неопрэделенных, ибо, 
согласно этому методу, я скажу, что когда бесконечно 
малым количеством пренебрегают, то его, собственно 
говоря, считают только подразумевающигмся, а вовсе 
не предполагают его исчезающим (пиЦе); например, 
когда вместо двух точных уравнений 

М2 


ТР + ТТ= МР. 55 


М2 _ 2 ВР 
ЮГ 2а-—-2х— МЕ’ 


найденных в (9), я беру два несовершенных уравнения: 


ТР— МР. М и М 
ЮВ ЮГ а-х’ 
то я прекрасно знаю, что допускаю ошибку, и мы- 
сленно, так сказать, я их представляю в таком 
виде: 
М2 


— М2 __у 
В” МРЕТРАЯ и пи, 
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где фи $’ как раз такие количества, при которых 
эти уравнения в точности верны. Точно так же 


и в уравнении 
ТР _ У 
МР’`а—х’ 


вытекающем из двух вышеприведенных несовершенных 
уравнений, я подразумеваю количество $" как раз 
такое, чтобы уравнение 


ТР У и __ 
МВ ах 1$ =0 


было точным. Но я вскоре узнаю, что это последнее 
количество Ф" равно нулю, потому что если бы оно 
не уничтожилось, то оно могло бы быть только 
бесконечно малым, между тем как в первый член не 
входит никакого бесконечно малого количества; но 
это невозможно, если только каждый из этих членов 
в отдельности не будет равен нулю. Отсюда я за- 
ключаю, что мы в точности имеем: 


ТР. —_У_ 
МР`а—х° 


Таким образом количества 9, Ф', ©" не опускались 
как исчезающие, а просто подразумевались для 
‚упрощения вычисления. 

124. В качестве второго примера поставим себе 
целью доказать, что площадь круга равна произве- 
дению длины окружности на половину радиуса. На- 
зывая через А этот радиус, ® — отношение окруж- 


15% 
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ности к этому самому радиусу и, значит, А — длину 
окружности, мы для $ — площади круга должны, 
таким образом, получить: 


1 ра 
б5=о0К. 


Для этого я впишу в круг правильный многоуголь- 
ник, а затем буду последовательно удваивать число 
его сторон до тех пор, пока площадь этого много- 
угольника не станет сколь угодно мало отличаться 
от площади круга. Вместе с тем периметр много- 
угольника станет сколь угодно мало отличаться от 
окружности ®АЮ, а апофэма— сколь угодно мало от 
радиуса Ю. Поэтому площадь $ будет сколь угодно 


1 
мало отличаться от «АЯ, и, следовательно, если мы 
положим 


$== 9+9, 


то количество Ф, если оно не равно нулю, может 
быть, по крайней мере, предположено сколь угодно 
малым. Установив это, я представляю уравнение 
в виде: 


(5 зо) 9—0 


т. е. в виде уравнения -с двумя членами, из которых 
первый не содержит ничего произвольного, а второй, 
наоборот, можно предположить сколь угодно малым. 
Поэтому, согласно теории неопределенных, каждый 
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из этих членов в отдельности равен нулю, и, значит, 
мы имеем: 


$— по =0, ИЛИ $=- о, 


что и требовалось доказать. 

125. Допустим теперь, что требуется найти, какое 
значение надо придать х для того, чтобы его функ- 
ция ах — хх была тахитит. 

Максимум, очевидно, имеет место, когда при при- 
бавлении к неопределенному х произвольной вели- 
чины Хх’ соответствующее увеличение данной функ- 
ции ах — хх сможет быть сделано сколь угодно ма- 
лым по сравнению с х’ при все большем уменьшении 
последнего. 

Если я присоединяю к х количество х’, то при- 
ращение данной функции будет: 


а(х-х’)—(х+х’)—(ах— хх), 
или после приведения: 
(а— 2х) х'—х”. 
Таким образом отношение этого количества к х 
или же 


а— 9х —х' 


следует предположить сколь угодно малым. Пусть это 
количество = $; тогда мы будем иметь: 


а— 2х—х’= 9, 
ИЛИ 
(@— 2х) — (х-+9)=0, 
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т. е. уравнение с двумя членами, из которых перзый 
не содержит ничего произвольного, а второй можно 
предположить сколь угодно малым; поэтому, согласно 
теории неопределенных, каждый из этих членов 
в отдельности равен нулю. 

Следовательно, мы имеем: 


а—2х=0, или а=2х, 


что и требовалось найти. 

126. Допустим, что требуется доказать, что две 
пирамиды с одинаковыми основаниями и одинако- 
выми высотами равны между собой. 

Представим себе, что эти пирамиды разделены на 
одинаковое число слоев равной высоты. Каждый из 
этих слоев, очевидно, можно считать составленным 
из двух частей, из которых одна является приз- 
мой с основанием, равным меньшему из тех двух, 
которые служат границами слоя, а лругая будет не- 
которым вырезком, окружающим эту призму. 

Если мы обозначим Уи У' объемы обеих пира- 
мид, Р и Р'’— соответственные суммы упомянутых 
призм, 4 и 4'— соответственные суммы вырезков, то 


мы будем иметь: 
У=Р +4, 


У'=Р'-+ а. 
Но ясно, что Р==Р’, следовательно: 


У—49=У —9, или (УИ) —(9—9)=0. 
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Но первый член этого уравнения не содержит ни- 
чего произвольного, а второй можно предположить 
сколь угодно малым. Поэтому, согласно теории не- 
определенных, каждый из этих членов в отдельности 
равен нулю. 

Следовательно: 


И— И =0, или ИУ=У,, 


что и требовалось доказать. 

127. Допустим, что требуется найти объем пира- 
миды с основанием В, а высотой Н. 

Представим себе, чго эта пирамида разделена на 
бесконечное множество слоев равной толщины; пусть 
х будет расстояние какого-нибудь из этих слоев от 
вершины пирамиды, а х’— толщина этого слоя. В пи- 
рамиде площади сечений, проведенных параллельно 
основанию, относятся, как квадраты их расстояний 
до вершины; поэтому верхнее или меньшее основа- 
ние слоя, удаленного от вершины на расстояние х, 


В 
равно т; Х*. Следовательно, объем этого слоя, если 


пренебречь вырезком, равен т ХХ", и, значит, весь 


объем пирамиды, если пренебречь вырезками, равен 
суммг всех таких элементов. Так как х’ можно пред- 
положить сколь угодно малым, то и каждый вырезок 
можно предположить сколь угодно малым относи- 
тельно объема слоя, и, значит, сумма всех элементов 


В 
1х сколь угодно мало отличается от искомого 
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объема пирамиды. Поэтому, обозначив этот объем 
через У, мы будем в точности иметь: 


У = сум. = Вх +, 


где ф обозначает количество, которое можно считать 
сколь угодно малым. 

Но так как В, Ни х' суть постоянные количе- 
ства, т. е. одинаковые для всех слоев, то ясно, что 


сум. — хах' 


есть то же самое, что и 


х 
Но -, есть, очевидно, число слоев, заключенных 


х\8 
между вершиной и х; следовательно, сумма (=) ДлЯ 
всей пирамиды есть сумма квадратов натуральных 


Н 
чисел от 0 до я. 


Но известно, что этот ряд квадратов натуральных 


чисел равен: 
1/2Н8 ЗН, Н 
6 ( хз Г ха Е) у 


Подставляя эту сумму в найденное выше уравне- 
ние, мы получим: 


вт (еже +) +% 
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или, преобразуя и отделяя произвольные члены от 
остальных: 


бин) Вия] 0 


хх 


строго точное уравнение © двумя членами, из кото- 
рых первый содержит только количества означен- 
ные или непроизвольные, а второй можно сделать 
сколь угодно малым. Поэтому каждый из этих чле- 
нов в отдельности равен нулю; следовательно, из 
первого мы имеем: 


Из ВН=О, ИЛИ И=аВН, 


что и требовалось найти. 

Решение, которое мы только что дали, анало- 
гично методу неделимых, или, вернее, это тот же 
метод неделимых, только ставший строгим, благодаря 
некоторым легким видоизменениям, внесенным мето- 
дом неопределенных. Теперь мы применим этот по- 
следний к той же задаче, употребляя обозначения 
анализа бесконечно малых, чтобы показать, как все 
эти методы связаны, или, вернее, чтобы показать, что 
все они представляют собой один и тот же метод, 
рассматриваемый с различных точек зрения. 

Сохраняя прежние буквы, мы можем обозначить 
элемент пирамиды через И. Далее, значение этого 


же элемента, если пренебречь вырезком, выразится 
через 

В за ах 

Н? ` 
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Следовательно, мы будем в точности иметь 
ди=2. мах +: 
— а Х @х +7, 


где Ф выражает количество, которое можно предпо- 
ложить сколь угодно малым относительно каждого 
из остальных членов. 

Взяв для обеих сторон точную сумму элементов, 
мы получим строгое уравнение: 


В 
И = сум. тв х* 4х - сум. $. (А) 


Но обыкновенный интеграл 


(= 4х 


первого члена второй части равен: 


В 
зв” +, 


гле С есть постоянное. Однако точный диференциал 


этого интеграла не есть 


а равен: 


В В 1 
= Ах + ёж + 34%), 
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т. е. в точности мы будем иметь: 
В 3 2 В. у. 1 3 
а (тв х +с)= пах + ( х 4х +34). 


Поэтому, взяв для обеих сторон точную сумму, 
мы будем иметь: 


В 1, 
(= +С)= сум. +7: х? 4х + сум. 7 (х 4? +34), 
или, перенося члены: 

Во В В а, Туз 
сум. +в х" 4х = = (бе < +С) —сум. 28 (Х 4% + 34"). 

Подставляя это в уравнение (А), мы будем в точ- 
ности иметь: 
= + с) — [сум В. (хаха +148) — сум. $] 

ЗЕ? ° 3 
уравнение, в котором только последний член содер- 
жит произвольные количества и может быть пред- 
положен сколь угодно малым. Обозначим для крат- 
кости этот член $'. Тогда после перенесения членов 
уравнение примет вид: 


[Иа хз + с)]-+=0. 


В этом уравнении на основании принципов метода 
неопределенных каждый член в отдельности равен 
нулю, что дает: 


В 
ИУ=зрЕх + С. 
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Для того чтобы определить С, достаточно поло- 
жить х=0; тогда У=0, и, следовательно, С =0. 
Поэтому равенство приводится к виду: 


В 3 
У=зна 
т. е. объем пирамиды от вершины до высоты х 
авен Вх 
равен зр. 


Для того чтобы получить весь объем пирамиды, 
нужно положить х =, что даст, наконец: 


И=ЗВН. 

128. Это решение, как видно, такое же, какое по- 
лучится при употреблении приемов анализа бесконечно 
малых, если только ничем не пренебрегать. Обыкно- 
венный анализ бесконечно малых представляет собой 
только сокращение этих приемов, ибо он лишь 
пренебрегаег количествами $, $', находящимися в ре- 
зультате вычислений лишь в том из двух составляю- 
щих его уравнений, которое не нужно. Но то, чем 
анализ бесконечно малых пренебрегает как беско- 
нечно малыми количествами, то можно для сохране- 
ния математической строгости в продолжение всех 
вычислений просто подразумевать. Таким образом 
ясно, что метод неопределенных дает строгое дока- 
зательство исчислению бесконечно малых и в то же 
‘время дает средство заместить его, если угодно, 
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обыкновенным анализом. Быть может, было бы жела- 
тельно, чтобы к диференциальному и интегральному 
исчислениям пришли этим путем; это было бы столь 
же естественно, как и фактически принятый путь, 
и вместе с тем предотвратило бы все затруднения. 


О МЕТОДЕ ПЕРВЫХ И ПОСЛЕДНИХ ОТНОШЕНИЙ 


ИЛИ ПРЕДЕЛОВ 


129. Метол первых и последних отношений (га1з0п$) 
или пределов также происходит от метода исчерпы- 
вания и по существу является только дальнейшим 
развитием и упрощением этого последнего. Этим по- 
лезным усовершенствованием мы обязаны Ньютону, 
и ознакомиться с этим методом можно по его «На- 
чалам»: для нашей же цели здесь достаточно будет 
дать о нем краткое представление. 

Когда предполагается, что два каких-нибудь коли- 
чества непрерывно приближаются одно к другому, 
так что их отношение или частное все менее и ме- 
нее и сколь угодно мало отличается от единицы, то 
говорят, что эти два количества имеют в качестве 
последнего отношения отношение равенства. 

Вообще, если предположить, что различные коли- 
чества соответственно и одновременно приближаются 
к другим количествам, принятым за установленные 
(Пхез), пока они не станут все одновременно отли- 
чаться от них сколь угодно мало, то отношения, 
существующие между этими установленными коли- 
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чествами, являются Последними отношениями тех 
количеств, которые по предположению соответствен- 
но и одновременно приближаются к ним. Сами же 
установленные количества называются пределами или 
последними значенияии количеств, которые к ним 
так приближаются. 

Эти последние значения и последние отношения 
называются также первыми значениями и первыми 
отношениями тех количеств, к которым они отно- 
сятся, смотря по тому, рассматривают ли переменные 
как приближающиеся или жекак удаляющиеся от ко- 
личеств, принятых за установленные и служащих для 
них пределами. 

130. Эти пределы или количества, принятые за 
установленные, могут, однако, быть переменными, 
как, например, координаты кривой, т. е. они могут 
и не быть данными в условиях вопроса, а опреде- 
ляться только благодаря последующим предположе- 
ниям, на которых основано исчисление Так, например, 
хотя координаты кривой и принадлежат к количествам, 
называемым переменными, потому что они не нахо- 
дятся в числе данных, но если мне требуется решить 
какой-нибудь вопрос относительно указанной кривой, 
например, провести к ней ка’.ательную, то для обо- 
снования моих рассуждений и тычислений мне нужно 
будет начать с установления определенных значений 
для этих координат, которые я до самого: конца вы- 
числений буду рассматривать как установленные, Эти 
принимаемые за установленные количества, так же 
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как и количества, данные в условиях задачи, принад- 
лежат к тем, которые мы называем пределами. 

181. Эти пределы суть как раз те количества, 
отношение между которыми мы ищем; те же коли- 
чества, которые, по предположению, постепенно к ним 
приближаются, суть только вспомогательные количе- 
ства, которые допускаются лишь для облегчения 
выражения условий задачи, но которые не могут 
оставаться в вычислении и необходимо должны быть 
исключены для получения искомых результатов. По- 
этому они принадлежат к количествам, названным 
нами нгозначенными, между тем как их пределы или 
послевние значения суть те количества, отношения 
между которыми желают получить и которые мы 
называем количествами означенными. 

Очевидна та аналогия, которая должна существо- 
вать между теорией первых или последних отношений 
и методом бесконечно малых. То, что в последнем 
называют бесконечно малыми количествами, есть, 
очевидно, согласно данному им определению (14), не 
что иное, как разность какого-нибудь количества и 
его предела, или, если угодно, количество, предел 
которого есть нуль; а количества, последнее отноше- 
ние которых есть отношение Тавенства, суть не что 
иное, как те, которые в анализе бесконечно малых 
называют бесконечно мало отличными друг от друга 
количествами. 

182. Из этого также следует, что понятие беско- 
нечно мзлого количества не менге ясно, чем понятие 
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предела, потому что оно есть не что иное, как раз- 
ность этого предела и количэства, последним значе- 
нием которого он является. Разница между тем, что 
называют собственно методом пределов и методом 
бесконечно малых, состоит в том, что в первом из 
них в вычислениях допускаются, действительно, толь- 
ко самые пределы, являющиеся всегда означенными 
количествами, в то время как в методе бесконечно 
малых допускаются еще неозначенные количества, 
которые, по предположению приближаются к ним не- 
прерывно, а также разности этих неозначенных 
количеств и их пределов. Это обстоятельство дает 
методу бесконечно малых больше средств для видо- 
изменения выражений и алгебраических преобразо- 
ваний, не создавая ни малейшей разницы в строгости 
приемов обоих методов. 

133. Эти свойства метода бесконечно малых позво- 
ляют поднять его на новую и более важную ступень 
совершенства, а именно, привести его к особому алго- 
рифму. Разности между неозначенными количествами 
и их пределами выделили (оп а 418126) под именем 
диференциалов этих пределов, а упрощения, поро- 
ждаемые введением этих количеств в вычисление, как 
раз и дают анализу бесконечно малых его столь 
мощные средства. 

Тем не менее, хотя метод пределов и ограничивает 
свои возможности, не желая вводить в исчисление 
вспомогательные количества, для которых эти пределы 
являются только последними значениями, но он все 
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же по легкости вычислений значительно превосходит 
простой метод исчерпывания, потому что он, по край- 
ней мере, свободен от приведения в каждом отдель- 
ном случае к нелепости, т. е. от самого утомитель- 
ноге из составляющих метод исчерпывания действий. 
В методе пределов для обоснования равенства двух 
каких-либо количеств достаточно доказать, что они 
оба являются пределами одного и того же третьего 
количества. 

184. Не существует никакой разницы между мето- 
дом пределов и методом первых и последних отно- 
шений; Ньютон не различает их, он безразлично 
употребляет слова: «предел» количества или «послед- 
нее значение» этого количества, «предел отношения» 
двух количеств или «последнее отношение» этих двух 
количеств. Я указываю на это потому, что есть люди, 
которые как-то смутно представляют себе, что суще- 
ствует некоторое различие между методом пределов -— 
таким, как его представил Даламбер в статье «Диферен- 
циал» в «Энциклопедии», — и методом первых и по- 
следних отношений, как изложил его Ньютон в «На- 
чалах». Это совершенно одно и то же, и Даламбер 
опргделенно заявляет’ в этой стагьз, что он в ней 
является только истолкователем Ньютона. Так как этот 
метод широко известен, то нам достаточно будет 
привести один Пример его применения. 


135. Из того, что было сказано (9), ясно, что 


М т 
хотя —= ОТНЮДЬ не равно -—-, но первое из этих 
ВИ ОТНюЛЬ Не Равно р, р 


16 Карно 
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количеств тем меньше отличается от второго, чем 
ближе Ю5 к МР. Значит, хотя уравнение 


МЕ _ 1Р 
Юй МР 


есть уравнение несовершенное, но (обозначая через 


[ предел или последнее значение) уравнение 


МЕ _ ТР 


Г 2= МР 


есть уравнение совершенное или строго точное. 
Точно так же можно доказать, что уравнение 


ЕМУ 
Юй а-х 


также совершенное или строго точное. Поэтому, 


М2 
приравнивая эти два значения Е-— мы получим, 


ЮГ’ 
как и выше. 
1Р _ У 
МР `а-—х’ 
ИЛИ 
2 
ТР=-^—. 
а—х 


Таким образом в этом новом исчислении уже не 
входят ни бесконечно малые М7 и АА в отдельности, 


МЕ 
ни даже их отношение „>, а только его предел или 


М2 
последнее значение С 22, являющееся конечным 
количеством. 
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Если бы этот метод было всегда так же легко упо- 
треблять, как и обыкновенный анализ бесконечно 
малых, то он мог бы казаться предпочтительным, 
потому что тогда он обладал бы тем преимуществом, 
что приводил бы прямым и всегда ясным путем 
к тем же самым результатам. 

Но надо сказать, как мы это уже заметили выше, 
что методу пределов свойственно одно серьезное за- 
труднение, не имеющее места в анализе бесконечно 
малых; именно, в нем нельзя, как в этом последнем, 
отделять бесконечно малые количества друг от друга, 
и так как эти количества в нем всегда связаны друг 
с другом, то невозможно ни использовать при вы- 
числениях (сошМпа1з0п$) свойства, принадлежащие 
каждому из них в отдельности, ни подвергать урав- 
нения, в которых они встречаются, преобразованиям, 
способствующим их исключению. 


О МЕТОДЕ ФЛЮКСИЙ 


136. Ньютон рассматривает кривую как образо- 
ванную равномерным движением точки и в каждый 
момент он разлагает постоянную скорость этой точки 
на две других, одну — параллельную оси абсцисс, 
а другую — параллельную оси ординат. Эти скорости 
он называет флюксиями этих координат, между тем 
как произвольная скорость точки, описывающей кри- 
вую, есть флюксия описанной дуги. 

Наоборот, описываемая дуга называется флюентой 
скорости, с которой она была описана движущейся 

16* 
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точкой; соответствующая абсцисса называется флюен- 
той скорости этой точки по направлению этой абсциссы, 
а ордината называется флюентой скорости этой точки 
по направлению этой ординаты. 

Так как флюксия дуги предполагается постоянной, 
то очевидно, что если только путь описывающей 
точки не является прямой линией, то флюксии абс- 
циссы и ординаты будут переменными и что их соот- 
ношение в каждый момент будет зависеть от природы 
кривой, т. е. от самого отношения этих координат. 

Обратно, отношение между координатами необхо- 
димым образом зависит от отношения, существую- 
щего в каждый момент между флюксиями этих коор- 
динат. Поэтому можно спросить, каким способом. 
находится отношение между флюксиями, когда известно 
отношение между координатами, и, наоборот, как 
найти отношение между координатами, когда известно 
отношение между одними лишь флюксиями или же 
между флюксиями вместе с их координатами. Способ 
решения первой части этой проблемы называется 
методом флюксий, а второй — обратным методом 
флюксий. 

13/. Эти начальные понятия могут быть обобщены, 
потому что, по мере того. как описывающая точка 
пробегает кривую, изменяются не только абсцисса 
и ордината, но и подкасательная, нормаль, радиус 
кривизны и т. д., Т. е. эти количества, так же как. 
и самые координаты, более или менее быстро возра- 
стают или убывают. Следовательно, все эти количе- 
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ства имеют флюксии, отношения которых также опре- 
деляются движением точки, равномерно описывающей 
кривую; и значит, сами эти количества суть флюенты. 
Искусство определять отношения межлу всеми этими 
флюентами посредством введения флюксий, употреб- 
ляемых в качестве вспомогательных величин, и назы- 
вают прямым и обратным методом флюксий или 
методом флюксий и флюент. 

Этот метод находит себе применение не только 
к кривым линиям, но по аналогии его распространяют 
на площади, ограничиваемые этими кривыми, на кри- 
вые поверхности и на ограничиваемые ими объемы, 
на силы, приводящие в движение тела, и на произво- 
димые ими действия; одним словом, эту теорию также 
применяют ко всему, что составляет предмет мате- 
матики и физико-математических наук, как и сам 
метод исчерпывания и все вытекающие из него 
способы исчисления. 

138. Ясно, что метод флюксий допускает в вычи- 
сления только конечные количества, ибо флюксии суть 
не что иное, как скорости, которые являются конеч- 
ными количествами. Скорости, с которыми возрастают 
координаты, можно также принять за координаты 
новой кривой, которые будут, в свою очередь, иметь 
флюксии, подобным же образом являющиеся конеч- 
ными величинами, эти последние снова могут быть 
приняты за координаты третьей кривой и т. д., при- 
чем в вычисления будут всегда входить только конеч- 
ные величины, 
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159. Существует одна основная флюксия, которую 
выбирают произвольно, но которая, будучи раз вы- 
брана, определяет собой (т621е) все другие. Ее можно 
выбрать какой угодно. Мы предположили, что это 
была абсолютная скорость описывающей кривую 
точки, которую мы считали равномерной; но можно 
также предположить, что это скорость — в направле- 
нии абсциссы, или какая-нибудь другая скорость, 
являющаяся равномерной и служащая термином срав- 
нения (+етте 4е сотрага1зоп). 

140. Метод флюксий и флюент, естественно, выте- 
кает из метода первых и последних отношений. 
Действительно, переменная скорость точки не есть 
частное от деления пути, пройденного этой точкой 
в некоторое время, на это время, а есть первое или 
последнее отношение названного частного, т.е. коли- 
чество, к которому это частное приближается все 
больше и больше по мере того, как это время пред- 
полагается более кратким. 

141. Это обстоятельство послужило поводом к воз- 
ражению против метода флюксий; действительно, 
указывали, что это означает введение в геометрию, 
которая принадлежит к чистой математике, понятия 
скоростей, принадлежащего только к прикладной мате- 
матике, и определение идеи, которая должна быть 
простой, при посредстве другой, являющейся сложной. 

Однако это возражение недостаточно основательно. 
По существу важно узнать, легче ли изложить теорию 
одним способом или другим. Наша классификация 
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наук в достаточной мере произвольна. Мы помещаем 
математику впереди механики, исходя из степени про- 
стоты, но высшие разделы первой гораздо более 
абстрактны, чем элементарные отделы второй. И так 
как, по словам Лагранжа, каждый «имеет или думает, 
что имеет ясное представление о скорости», то опре- 
делять флюксии посредством скоростей вовсе не значит 
итти в направлении, противном духу математики. 

142. Мы только что видели, что скорости, которые 
называются флюксиями, суть последние отношения 
проходимых пространств и употребляемых для их про- 
хождения времен. Но если сравнить две таких скорости 
или флюксии, например флюксию абсциссы с флюк- 
сией ординаты, то между этими флюксиями также 
будет существовать отношение (га1зоп), которое есть 
не что иное, как предел частного (гаррой) диферен- 
циалов этих координат. Таким образом ясно, что и 
метод флюксий есть тот же метод бесконечно малых 
и, следовательно, метод исчерпывания, рассматриваемый 
с новой точки зрения; и легко заметить связь, соеди- 
няющую все эти методы друг с другом. 

143. Приемы метода флюксий отличаются от прие- 
мов анализа бесконечно малых только в обозначениях. 
Вместо характеристики 4, которой пользуются в послед- 
нем, в методе флюксий буквы пунктируют, т. е., 
например, флюксия переменного или флюенты х обо- 
значается через х, и при этом существует то отличие, 
что х обозначает конечное количество, т. е. скорость 
описывающей точки в направлении абсцисс, между 
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тем как 4х в диференциальном исчислении обозначает 
бесконечно малое количество, являющееся мгновенным 
приращением этой абсциссы. 

Точно так же, если представить себе новую кривую, 
координаты которой суть соответственно флюксии 
х и у, то флюксии этих новых координат будут флюк- 
сиями флюксий и должны быть, согласно указанному 
обозначению, в исчислении выражены через х, у, при- 
чем эти х, у будут снова количествами конечными, 
тогда как вторые диференциалы 4х, а4у, соответ- 
ствующие им в методе бесконечно малых, суть беско- 
нечно малые количества второго порядка, и Т. д. 

144. Я не намерен высказываться по поводу спора 
о приоритете открытия между Ньютоном и Лейбни- 
цем. На мой взгляд, философская сущность (1а тей- 
рну$14ие) каждого из этих методов настолько отлична 
от философской сущности другого, что более чем 

зроятно, что каждый из них сам изобрел свой метод. 
История математики изобилует подобными совпаде- 
ниями, потому что раз истина едина, то поневоле всегда 
приходишь именно к ней, и лишь только появляется 
предчувствие истины, как каждый бросается к ней 
той дорогой, которую он себе проложил. Нужно за- 
метить, что в эпоху Ньютона и Лейбница идеи, ана- 
логичные идеям этих двух великих ученых, во множе- 
стве встречались со всех сторон в произведениях уче- 
ных. Это был, действительно, зрелый плод. Кавальери, 
Ферма, Паскаль ввели в исчисление бесконечно малые 
величины; Декарт открыл метод неопределенных; 
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Роберваль придумал разлагать скорость описывающей 
кривую точки на две других, параллельных обеим 
координатам; Барроу рассматривал кривые как много- 
угольники с бесконечным множеством сторон; Валлис 
научил производить вычисления над рядами. Оставалось 
только все эти однородные открытия преобразовать 
посредством алгорифма в однообразный метод; и не 
представляется ли более естественным думать, ‘что 
Ньютон и Лейбниц сделали свои открытия каждый 
сам по себе весьма различными способами, чем пред- 
полагать, что один из этих двух уже тогда справедливо 
знаменитых в других отношениях людей, совершил 
плагиат у другого? 


Об ИСЧчЧислеЕНИИ ИСЧЕЗАЮЩИХ КОЛИЧЕСТВ 


145. Большинство ученых, для того чтобы при- 
мирить простоту лейбницевского обозначения с мате- 
матической строгостью, предпочитает рассматривать 
бесконечно малые количества как абсолютно нулевые 
(абзо!итет пи|е$). 

С этой точки зрения философия исчисления беско- 
нечно малых с большою ясностью изложена в пре- 
дисловии к «Диференциальному исчислению» Эйлера 39. 

«Диференциальное исчисление, — говорит этот вели- 
кий математик, — есть метод определения отношения 
исчезающих (6уапош$заще$) приращений, которые 
получают какие-либо функции, когда дают исчезающее 
приращение переменному количеству, от которого 
они зависят», 
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Уже Ньютон ввел в своих «Началах» понятие 
исчезающих количеств. 

«Под последним отношением исчезающих количеств 
нужно, — говорит он, — понимать их отношение не 
до и не после их исчезновения, но отношение, с ко- 
торым они исчезают». 

Даламбер отвергает это толкование, хотя он пол- 
ностью принимает учение Ньютона о пределах или 
первых и последних отношениях количеств. 

«Этот метод, — говорит Лагранж, — обладает тем 
большим неудобством, что рассматривает количества 
в том состоянии, когда они, так сказать, перестают 
быть количествами, потому что, хотя всегда легко 
представить себе отношение двух остающихся конеч- 
ными количеств, но это отношение перестает быть 
для разума ясной и точной идеей, как только оба 
его члена одновременно становятся нулями». 

Однако так как бесконечно малые количества 
являются переменными, то, повидимому, ничто не 
мешает приписать им значение нуля, как и всякое 


0 
другое. Правда, тогда их отношение есть ПУ ЧТО можно 


положить одинаково равным а или 6, а также и всякому 
другому количеству. 

146. Поэтому рассмотрение таких исчезающих 
количеств было бы почти бесполезно, если бы в исчи“ 
слении их принимали просто за нули (диап {6$ зипр!е- 
теп{+ пиЙез), потому что они тогда давали бы только 


отношение которое так же равно 2, как и 3 или 


0 
0’ 
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как всякому другому количеству. Но не следует упу- 
скать из вида, что эти нулевые количества в качестве 
последних значений количеств неопределенно (ша6Йп- 
шеп#) убывающих, для которых они являются преде- 
лами, обладают здесь особыми свойствами и что им 
дано особое наименование «исчезающих» только для 
‚того, чтобы отметить, что изо всех отношений (таррог$) 
или зависимостей (те!аНоп$), которые они могут иметь 
как нулевые количества, рассматривают и вводят 
в вычисления только те, которые определяются зако- 
ном непрерывности, когда воображают, что система 
вспомогательных количеств постепенно и незаметно 
приближается к системе количеств означенных. Это, 
именно, и имеет в виду Ньютон, когда говорит, что 
количества исчезающие он рассматривает не прежде 
их исчезновения и не после него, а в самый момент 
исчезновения. 

Так, например, в рассмотренном выше (9) случае, 


МЕ ТР 
пока Ю5 не совпадает с МР, дробь 7 больше у; 
эти две дроби становятся равными только в ТОТ 
момент, когда М и Ю7 приводятся к нулю. Правда, 


тогда 1 будет так же равно всякому другому коли- 


ТР 0 
честву, как и количеству —_, потому что -. есть ко- 


0 
личество абсолютно произвольное; но среди различ- 
М2 ТР 
‹ ных значений, которые можно Приписать 2 у есть 


единственное подчиненное и определяемое законом не- 
прерывности. Действительно, если построить кривую, 
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абсцисса которой была бы неопределенно малым 


МЕ 
количеством МА, а ордината пропорциональна 575 


то ордината, соответствующая нулевой абециссе, была 
ТР 
бы представлена через у, а не через произвольное 


количество, —это, именно, и отличает количества, 
которые я называю исчезающими, от тех, которые 
я называю просто нулевыми. 

Таким образом, хотя вообще 


0—=2Ж0=3Ж0=4Х0:=ит. д., 


но об исчезающем количестве, подобном МА, нельзя 
сказать, что 
М2=2М2=3М2 =4М7 = и т. д., 


потому что закон непрерывности не может дать для 
МЕ и МЕ иного отношения (гарро!г), чем равенство, 
и иной зависимости (те1аНоп), чем тождество. 

147. Мы видели, что, вводя в вычисления неопре- 
деленно малые количества и пренебрегая ими по срав- 
нению с количествами конечными, мы делали уравне- 
ния несовершенными и что получавшиеся при этом 
ошибки компенсировались только в искомом резуль- 
тате. Этого неудобства можно, если угодно, теперь 
мзбежать при посредстве исчезающих количеств, кото- 
рые, будучи не чем иным, как последними значениями 
сооттетствующих неонределенно малых количеств, 
могут быть приписаны этим неопределенно малым, 
количествам подобно всяким другим значениям и ко- 
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торыми, с другой стороны, как абсолютно нулевыми, 
можно пренебречь, не нарушая полной строгости 
вычислений, когда они прибавляются к каким-нибудь 
действительным (еНесёуез) количествам. 

148. Таким образом анализ бесконечно малых можно 
рассматривать е двух различных точек зрения, рас- 
сматривая бесконечно малые количества либо как 
действительные, либо как абсолютно нулевые. В пер- 
вом случае анализ бесконечно малых есть не чте иное, 
как исчисление компенсирующихся ошибок; во втором — 
это искусство сравнивать исчезающие количества между 
собой и с другими количествами, для того чтобы 
извлечь из этих сравнений отношения и зависимости, 
существующие между заданными количествами. 

Когда эти исчезающие количества прибавляются 
или отнимаются от какого-нибудь действительного 
количества, то ими, как равными нулю, должно при 
вычислениях пренебречь; однако, как мы видели, 
между ними, тем не менее, существуют весьма инте- 
ресные отношения, определяющиеся законом непре- 
рывности, которому подчиняется в своем изменении 
система вспомогательных количеств. Легко заметить, 
что для того чтобы представить себе этот закон не- 
прерывности, нужно рассматривать количества, о кото. 
рых идет речь, на некотором расстоянии от предель- 
ного положения (4егте), в котором они всецело уни- 
чтожаются, ибо иначе они дали бы только неопреде- 
ленное отношение нуля к нуло; но расстояние это 
произзольно и необходимо только для того, чтобы 
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облегчить суждение об отношениях, существующих 
между этими исчезающими количествами. Именно эти‘ 
отношения и имеются в виду, когда количества беско- 
нечно малые рассматривают как абсолютно нулевые, 
а вовсе не те отношения, которые существуют между 
количествами, не достигшими еще предела (4егте) 
своего уничтожения. Эти количества, названные мной 
неопределенно малыми, отнюдь не предназначены для 
того, чтобы вводить их в вычисления, рассматриваемые 
с интересующей нас сейчас точки зрения, и употреб- 
ляются они только в помощь воображению и для 
указания закона непрерывности, определяющего какие- 
либо отношения и зависимости исчезающих количеств, 
которым они соответствуют. 

Таким образом хотя, согласно этому предположе- 
нию, в пропорции М7 :Ю7:: ТР: МР (фиг. 1) коли- 
чества, обозначенные через М и АХ, предполагаются 
абсолютно равными нулю, но так как необходимо найти 
их отношение, то, чтобы заметить его равенство с отно- 


шением МР’ приходится рассмотреть соответствую: 


щие этим нулевым количествам неопределенно малые 
количества, — не для того, чтобы ввести их самих 
в вычисление, а для того, чтобы ввести в него под 
наименованием М7 и Ю7 исчезающие количества, 
являющиеся их последними значениями. 

149. Таким образом эти выражения МЯ и Ю7 пред- 
ставляют собой здесь количества нулевые, и их упо- 
требляют в виде М7, ЮР, а не в общем виде нуль 
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только потому, что если бы их на деле употребляли 
в последнем виде в тех действиях, в которых они 
встречаются вместе, то мы не могли бы уже разли- 
чать их разного происхождения, т. е. не могли бы 
различать, каковы соответствующие им разные не- 
определенно малые количества. А для того чтобы 
уловить закон непрерывности, определяющий искомое 
отношение тех исчезающих количеств, которые им 
служат пределами, необходимо хотя бы мысленное рас- 
смотрение этих неопределенно малых количеств; 
следовательно, существенно важно не терять их 
из вида и обозначить их так, чтобы их нельзя было 
смешать. 

150. Исчезающие количества, составляющие пред- 
мет рассматриваемого с этой точки зрения исчисления 
бесконечно малых, являются, по существу, фикциями 
(&&е$ 4е га15оп), но это не мешает им иметь мате- 
матические свойства и не мешает также сравнивать 
их, как сравнивают столь же мало существующие 
мнимые количества. Никто ведь не сомневается в точ- 
ности результатов, получаемых при вычислениях с мни- 
мыми количествами, хотя они представляют собой 
только алгебраические формы и иероглифы нелепых 
(аБзигаез) количеств; тем более, невозможно отвергнуть 
исчезающие количества, которые, по крайней мере, 
суть пределы действительных количеств и, так сказать, 
соприкасаются с бытием (юцсНеш а Г6ж$епсе). Не 
все ли равно, в самом деле, будут ли эти количества 
химерическими или нет, раз их отношения не таковы, 
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и раз нас интересуют только эти отношения? Таким 
образом всецело в нашей власти при вычислениях 
с количествами, которые мы назвали бесконечно ма- 
лыми, рассматривать эти количества как действитель- 
ные или как абсолютно нулевые; разница между этими 
двумя концепциями состоит в том, что, если прини- 
мать эти количества за нулевые, то различные пред- 
ложения, уравнения и результаты остаются точными 
и строгими в продолжение всего вычисления, но от- 
носятся к фиктивным количествам и выражают отно- 
шения, существующие между количествами, которые 
сами по себе нё существуют; если же рассматривают 
бесконечно малые количества как нечто действитель- 
ное (дие!дие спозе 4’еНес#!), то различные предложе- 
ния, уравнения и результаты, хотя имеют дело с истин- 
ными количэствами, но зато являются ложными или, 
вернее, несовершенными и становятся, в конц? концов, 
точными благодаря компенсации: их ошибок, компен- 
сации, являющейся, однако, необходимым и неизбеж- 
ным следствием действий этого вычисления. 

151. Изложенная метафизика вопроса легко дает 
ответы на вс> возражения против анализа бесконечно 
малых, принцип которого многие математики считали 
ошибочным и способным ввести в заблуждения. Эти 
математики были только, если можно так выразиться, 
подавлены массой чудес и блеском истин, в изобилии 
вытекавших из этого принципа. 

Эти возражения можно свести к следующему: коли- 
чества, называемые бесконечно малыми, или являются 
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абсолютно нулевыми или нет, потому что смешно 
предполагать, что существуют какие-то сущности 
(4е; & тез), промежуточные между количеством и нулем. 
Но если они абсолютно нулевые количества, то их 
сравнение нз приведет ни к чему, потому что отно- 
шение нуля к нулю так же равно а, как и фи как 
всякому другому количеству; если же они суть коли- 
чества цействительные, то их нельзя без ошибки счи- 
тать нулевыми, как это предписывают правила анализа 
бесконечно малых. 

Ответ прост: в противтоположность мнению, будто 
бесконечно малые количества нельзя рассматривать 
ни как нечто реальное, ни как ничто (цеп), их на 
деле, наоборот, можно, по желанию, принимать и за 
нулевые и за подлинные (убгНа ]е$) количества. Те, кто 
желает рассматривать их как нулевые количества, 
могут ответить, что то, что они называют количе- 
ствами бесконечно малыми, вовсе не произвольные 
нулевые количества, а нулевые количества, определяе- 
мые законом непрерывности, который устанавливает 
их отношение; что среди всех отношений, которые 
эти количества способны иметь в качестве нулей, они 
рассматривают только те, когорые определены законом 
непрерывности; и что, наконец, эти отношения отнюдь 
не являются неопределенными и произвольными, потому 
что, например, закон непрерывности отнюдь не дает 
нескольких различных отношений для исчезающих 
диференциалов абсциссы и ординаты какой-нибудь 
кривой, а только одно единственное, являющееся отно- 
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шением подкасательной к ординате. С другой стороны, 
те, кто рассматривает бесконечно малые количества 
как истинные количества, могут ответить, что то, что 
они называют бесконечно малым, есть только произ- 
вольная величина, которую можно предположить сколь 
угодно малой, ничего не. изменяя в предложенных 
количествах; что вследствие этого, не считая ее нуле- 
вой, с ней все же можно поступать как с таковой, 
не вызывая этим какой-либо ошибки в результате, 
потому что эта ошибка, если бы она существовала, 
была бы произвольна, как и породившее ее количе- 
ство. Но очевидно, что подобная ошибка может суще- 
ствовать только у количеств, из которых, по крайней 
мере, одно является произвольным. Следовательно, 
если достигли результата, который не содержиг про- 
извольных количеств и который выражает какое- 
нибудь соотношение между количествами данными 
и количествами, определенными условиями задачи, то 
можно утверждать, что этот результат является точным 
и что, следовательно, ошибки, которые должны были 
быть допущены при выражении этих условий, ком- 
пенсировались и исчезли благодаря необходимой 
и неизбежной последовательности действий этого 
вычисления. 

152. Другие математики, вероятно, смущенные воз- 
ражением, которое мы только что обсуждали, решили 
просто доказать, что метод пределов, приемы кото- 
рого являются во всем строго точными, необходимо 
приводит к тем же результатам, что и анализ беско- 
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нечно малых. Но, соглашаясь с тем, что принцип 
этого метода является весьма ясным, все же нельзя 
скрыть от себя, что эти матехатики пытаются обойти 
затруднение, не разрешив его; что, далее, мзтод пре- 
делов приводит к результатам анализа бесконечно ма- 
лых только трудным и окольным путем и что, нако- 
нец, этот метод не только не совпадает с методом 
исчисления бесконечного (са!си! 4е [Гшй), но, наобо- 
рот, служит лишь способом обойтись без него и заме- 
нить его обыкновенным алгебраическим вычислением, 
в чем, как это мне кажется, проще всего преуспеть, 
пользуясь методом неопределенных. 

158. Из сказанного следует, что ` бесконечно малые 
количества можно по желанию рассматривать или как 
абсолютно нулевые или как истинные количества. 
Однако одно обстоятельство заставляет меня отдать 
предпочтение именно последней точке зрения на анализ 
бесконечно малых.. Мне кажется, что те, кто смотрят 
на него указанным образом, трактуют вопрос более 
общим способом, чем другие. Действительно, припи- 
сывая бесконечно малым количествам значение нуля, 
последние совершают бесполезное действие; они, пови- 
димому, считают это определение значения необхо- 
димым и думают, что без него они не смогли бы 
добиться желанных результатов; но это не так, потому 
что все эти количества могут исключиться безо вся- 
ких условий, т. е. без того, чтобы им надо было 
приписать какое-нибудь определенное значение и в 
частности нуль, предпочтительно перед, всеми другими. 
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Поэтому вопрос мне кажется разрешенным более 
общим способом, если оставить неопрецеленными те 
количества, которые нет никакой нужды определять. 


О ТЕОРИИ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ИЛИ ПРОИЗВОДНЫХ 
ФУНКЦИЙ 


154. Ни один из употреблявшихся или предло- 
женных до настоящего дня для замены метода исчер- 
пывания древних и приведения его к правильному 
алгорифму методов не соединял для Лагранжа, в же- 
лательной степени, требуемых мат-матикой точности 
и простоты. Тем не менее, он думал, что достичь 
этой важной цели не невозможно, и изыскания его 
в этом направлении дали нам великое произведение, 
которое он опубликовал под заглавием «Теория ана- 
литических функций, содержащая принципы диферен- 
циального исчисления, освобожденные от всякого 
рассмотрения бесконечно малых, исчезающих, пределов 
и флюксий и сведенные к алгебраическому анализу 
конечных количеств». Сверх того, по тому же самому 
предмету Лагранж дал другое ` замечательное произ- 
ведение, озаглавленное «Лекции об исчислении функ- 
ций», которое является комментарием и дополнением 
к первому. 

Эти произзедения носят печать оригинального и глу- 
бокого ума, которому мы уже ранее обязаны были 
«Вариационным исчислением» и «Аналитической меха- 
НИкоЙй», но так как они, несомненно, находятся на 
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руках у всех, кто желает основательно изучить мате- 
матику, то яскажу здесь о них лишь несколько слов 31, 
Для того чтобы сохранить на всем протяжении 
своих действий строгую точность, никогда не отсту- 
пать от которой он считал для себя законом, Ла- 
гранж, также употребляющий диференциалы, правда, 
под другим наименованием и обозначением, рассмат- 
ривает их как количества конечные и неопределенные. 
Вследствие этого он не пренебрегает ни одним членом 
и оперирует своими диференциалами, как это делают 
в исчислении конечных разностей. Он достигает этого 
посредством теоремы Тейлора, которую он кладет 
в основание своего учения и которую он непосред- 
ственно доказывает при помощи обыкновенного ана- 
лиза, между тем как до него ее доказывали только 
при помощи самого диференциального исчисления. 
Таким образом автор оказывается в состоянии вы“ 
разить посредством строго точных уравнений условия 
любого. заданного вопроса. Несомненно, что эти урав- 
нения гораздо труднее обосновать, и они гораздо 
более сложны, чем те, которые получаются путем 
обыкновенных приемов анализа бесконечно малых, 
т. е. когда позволяют себе пренебрегать количествами 
бесконечно малыми по сравнению с конечными. Но 
так как и те и другие уравнения должны всегда при- 
водить к одинаковым результатам, то чувствуется, 
что необходимо должны существовать такие способы 
упрощения первых, которые приводили бы их ко вто- 
рым. Так и происходит на деле: автор посредством ряда 
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остроумных преобразований освобождает свое исчисле- 
ние от всего того, что его бесполезно загромождает. 
Таким образом эти уравнения сами собой и без того; 
чтобы было необходимо пренебречь чем-нибудь в про- 
должение действий, достигают простоты тех уравне- 
ний, которые можно было бы непосредственно полу- 
чить путем обычных приемов анализа бесконечно 
малых. 

155. Хотя Лагранж и рассматривает свои диферен- 
циалы, как: если бы это были конечные разности, 
но они обладают одним свойством, существенно их 
отличающим от этих последних: они, именно, прибы- 
вают всегда неопределенными, так что в продолжение 
всего вычисления их всегда можно сделать сколь 
угодно малыми, не изменяя значений количеств, соот“ 
ношение между которыми ищется; а это и дает сред- 
ства для исключения, отнюдь не имеющиеся у обык- 
новенного исчисления конечных разностей, в котором 
эти разности являются установленными (Нхез). 

156. Легко заметить аналогию, существующую 
между. теорией аналитических функций, теорией обык- 
новенного исчисления бесконечно малых и методом 
неопределенных,-0 котором мы говорили выше (119). 
В самом деле, если взять разности, не пренебрегая 
ничем, как это делают в теории аналитических функ- 
ций по формуле Тейлора, то они окажутся рядами. 
Но, как замечает сам Лагранж, все задачи, решение 
которых требует применения диференциального исчи- 
сления, зависят исключительно от первого члена каж- 
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дого из этих рядов, и все методы не имеют иной 
цели, как выделить и, так сказать, изолировать этот 
первый член от остальной части ряда. Обыкновен- 
ное диференциальное исчисление непосредственно до- 
стигает этого, сразу же пренебрегая всеми другими 
членами, как если бы они были нулевыми (п\5); 
в методе неопределенных их только подразумевают, 
как необходимо взаимно уничтожающиеся в резуль- 
тате вычисления; наконец, в теории функций их за- 
ставляют реально входить в выражение условий за- 
дачи и затем их удаляют посредством различных 
преобразований, основанных на том, что все эти 
члены. имеют в качестве общего коэфициента прира- 
щение переменного, которое можно предполагать 
сколь угодно малым, между тем как первый член 
ряда свободен от него. Это, очевидно, приводит 
к методу неопределенных, благодаря которому полу- 
чаются уравнения, в которых кажпый из членов 
в отдельности равен нулю. 

157. Истинным препятствием к принятию столь 
ясного метода является новизна алгорифма, ради 
которого пришлось бы покинуть алгорифм, который 
освящен давней привычкой и с помощью которого 
изложены все оригинальные произведения, появив- 
шиеся на протяжении столетия. При этом, например, 
пришлось бы переделать все академические собрания, 
все сочинения Эйлера и даже самого Лагранжа. Этой 
мыслью и руководствовался Лагранж, когда он опуб- 
ликовал новое издание своей «Аналитической меха- 
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ники». Он не пользуется в ней своим алгорифмом. 
Вот, чго говорит он по этому вопросу в предисловии, 
предпосланном в начале этого произведения: 

«Пришлось сохранить обычные обозначения ди- 
ференциального исчисления, потому что оно соот- 
вегствует системе бесконечно малых, принятой в этом 
трактате. Если хорошо представляешь себе дух этой 
системы и если убедился в точности ее результатов 
посредством геометрического метода первых и послед- 
них отношений или посредством аналитического ме- 
тода производных функций, то можно пользоваться 
бесконечно малыми как безопасным и удобным для 
сокращения и упрощения доказательств орудием». 

158. Несколько лет назад Джон Ланден, английский 
ученый математик, сделал небезуспешную попытку 
свести анализ бесконечно малых к обыкновенной 
алгебре 3%. Лагранж, который любит выставлять заслуги 
‚других, потому что чувствует себя достаточно бога- 
тым собственными открытиями, с похвалой упоминает 
о Джоне Ландене. Вот что он говорит по этому 
поводу: 

«Для того чтобы предотвратить эти затруднения, 
один талантливый английский математик, сделавший 
в области анализа ряд важных открытий, предложил 
в последнее время заменить метод флюксий, которому 
до тех пор скрупулезно следовали все английские 
математики, другим чисто аналитическим методом, по- 
хожим на метод диференциалов, но в котором, вместо 
употрэбления только бесконечно малых или нулевых 
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разностей переменных количеств, употребляются сна- 
чала различные значения этих количеств; эти значе- 
ния, затем, приравнивают между собой, уничтожив 
предварительно посредством деления множитель, ко- 
торый равенство делало равным нулю. Благодаря 
этому способу, действительно, избегают бесконечно 
малых и исчезающих количеств, но приемы и при- 
ложения исчисления являются затруднительными и мало 
естественными, и следует признать, что этот способ, 
придавая большую строгоеть принципам исчисления, 
влечет за собой утрату его главных преимуществ: 
простоты метода и легкости действий». 

Быть может, сама теория аналитических функций 
не свободна от некоторых из этих неудобств; впрочем, 
судить об этом следует тем, кто уже привык ею 
пользоваться. 


ОБЩЕЕ ЗАКЛЮЧЕНИЕ 


159. Различные методы, представление о которых 
мы дали в этом сочинении, являются, собственно 
говоря, только одним методом, рассматриваемым с раз- 
личных точек зрения. Это все тот же метод исчер- 
пывания древних, более или менее упрощенный, более 
или менее удачно приспособленный к нуждам исчи- 
сления и, наконец, приведенный к регулярному, 
упорядоченному алгорифму. 

Но этот алгорифм очень важен; он служит для ме- 
тода исчерпывания тем, чем обыкновенная алгебра 
служит для чистого синтеза. Древние знали только 
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синтез и метод исчерпывания, который сам является 
лишь отраслью синтеза; ученые же нового времени 
с изобретением обыкновенной алгебры и алгорифма 
бесконечно малых добились неизмеримых преимуществ. 
Это — орудие, при помощи которого они сокращают 
и облегчают работу ума, сводя ее, так сказать, к ме- 
ханической работе. Алгебраические символы не явля- 
ются только записью мысли, средством ее изображе- 
ния и закрепления, — нет, они воздействуют на самую 
мысль, они, до известной степени, направляют ее, 
и бывает достаточно переместить их на бумаге, со- 
гласно извэстным очень простым правилам, для того 
чтобы безошибочно достигнуть новых истин. 

160. Алгебраические символы дают еще больше: 
они вводят в вычисления чисто мнимые понятия, 
фиктивные сущности (&е5), которые не могут ни 
существовать, ни даже быть понятыми и которые, 
однако, не теряют от этого своей полезности. Их 
употребляют вспомогательным образом как термин 
сравнения (+егпе 4е сотрага!зоп) для облегчения со- 
поставления истинных количеств, связь между кото- 
рыми желают получить, и затем их исключают по- 
средством преобразований, представляющих собой, 
так сказать, чисто механическую работу (оцугаре 
де |а ша). 

Это удивительное орудие точных наук могло явиться 
результатом лишь совокупных исканий глубочайших 
гениев и, может быть, нескольких счастливых случай- 
ностей. Но не следует забывать, что это — только 
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орудие, созданное в помощь усилиям воображения, 
а не для ослабления его энергии; это всегда лишь 
окольное средство, изобретенное для того, чтобы 
укрепить слабость нашего разума; его приходится 
употреблять только поневоле для преодоления труд- 
ностей или для обобщения проблем, и было бы зло- 
употреблением, если бы к нему прибегали без всякой 
нужды, как, например, в начальных элементах науки, 
где оно скорей приведет в замешательство, чем прольет 
свет истины. 

161. Отнюдь не употребляя анализа при обоснова- 
нии элементарных истин, мы должны освободить их 
от всего того, что нам мешает узреть их сколь можно 
отчетливо и распознать ведущий к этому путь. Не 
доставляют ли нам всегда столько же удовольствия, 
сколько и неожиданности, те, кому удается помочь 
нам почти интуитивно узреть результаты, которых 
прежде достигали лишь путем сложного анализа, — 
разумеется, если только это делается просто и не 
увеличивая затруднений? 

162. Начала обыкновенной алгебры гораздо менее 
ясны и менее хорошо обоснованы, чем начала анализа 
бесконечно малых в той части, которая отличает его 
от алгебры *; метафизика правила знаков при более 
глубоком изучении ее обнаруживает, пожалуй, боль- 
шие трудности, чем метафизика бесконечно малых 


* См. примечание, помещенное в конце этой книги, 
Аотому что оно слишком длинно, чтобы его можно было 
привести здесь. 
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количеств; это правило никогда не было доказано 
вполне удовлетворительным образом, и, повидимому, 
оно даже не может быть доказано достаточно удовле- 
творительно, а, между тем, оно служит основой всей 
алгебры. Что же можно выиграть, заменяя анализ 
бесконечно малых последней? К тому же приемы 
алгебры по отношению к предметам, подлежащим 
ведению анализа, гораздо более сложны, чем приемы 
последнего. 

Аналитическое выражение какого-нибудь предмета 
никогда не может быть столь же ясным, как непо- 
средственное восприятие самого этого предмета; поль- 
зоваться первым — это все равно, Что рассматривать 
в зеркало то, что можно увидеть непосредственно. 
Аналитическое выражение может быть осложнено мни- 
мыми понятиями (Югшез ппазштайез) или же приво- 
дить к невыполнимым действиям: определять чувствен- 
ный предмет посредством подобных выражений — это 
значит не только без пользы употреблять окольное 
средство, но это значит представлять нечто само по 
себе ясное посредством гораздо менее ясного символа. 
В связи с этим я приведу одно замечательное место 
из Эйлера, аналиста раг ехсеЙепсе последнего столе- 
тия («Мемуары Берлинской академии», год 1754). 

«Есть люди, —говорит он, — которые утверждают, 
что геометрия и анализ не требуют особенных рассу- 
ждений; они воображают, что правила, которые эти 
науки нам предписывают, уже заключают в себе н6- 
обходимые для достижения решений познания и что 
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надо только выполнять действия согласно этим пра- 
вилам, нисколько не беспокоясь о рассуждениях, на 
которых эти правила основаны. Будь это мнение об- 
основанным, оно оказалось бы в противоречии с по- 
чти общим убеждением, считающим геометрию и: ана- 
лиз в высшей степени пригодными средствами для 
развития ума и упражнения способности суждения. 
Если даже эти люди и знакомы поверхностно с ма- 
тематикой, то, повидимому, они мало занимались ре- 
шением сколько-нибудь трудных задач; потому что 
они тогда скоро заметили бы, что одно лишь при- 
менение предписанных правил оказывает весьма слабую 
помощь при решении этого рода задач и что нужно 
весьма серьезно исследовать в-:е условия задачи и про- 
извести предварительно множество рассуждений, 
прежле чем приступить к употреблению этих правил, 
содержащих в себе экстракт (ге) рассуждений, по- 
чти не замечаемый нами в процессе вычислений. Эти. 
подготовительные работы, необходимые, прежде чем 
можно будет прибегнуть к вычислению, весьма часто 
требуют более длинного ряда рассуждений, чем какая- 
либо другая наука; но зато мы здесь обладаем тем 
великим преимуществом, что можем удостовериться 
в их справедливости, в то время как в других нау- 
ках часто приходится ограничиваться мало убедитель- 
ными рассуждениями. Но даже само вычисление, хотя 
анализ и предписывает для него правила, везде должно 
быть подкреплено основательным рассуждением, при 
отсутствии которого каждое мгновение рискуют впасть 
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в ошибку. Следовательно, математик повсюду находит 
случай упражнять свой ум посредством рассуждений, 
которые должны руководить им в решении всех по- 
ставленных им себе трудных задач, и если только 
он не является достаточно осторожным, то рискует 
допустить ложные решения». 

163. Мне кажется, что, как правило, следует всегда 
выбирать простейший путь, а при одинаковых труд- 
ностях — наиболее ясный: ни одно средство не долж- 
но быть исключено. Поэтому, возвращаясь к нашей 
теме, из тех методов, о которых мы говорили, для 
обычного употребления нужно выбрать тот, который, 
вообще, ведет к цели самым легким путем, не отвер- 
гая, однако, ни одного из других, потому что, во- 
первых, они представляют сами по себе прекрасные 
умозрения, а затем потому, что среди них, быть 
может, нет ни одного, который не мог бы привести 
к какой-нибудь дотоле неизвестной истине, или 
в некоторых случаях дать неожиданный результат 
или решение более изящное, чем все другие. 

164. Но какой же из всех этих методов, имеющих 
общее начало в методе исчерпывания древних, наи- 
более выгоден для обычного употребления? На мой 
взгляд, общепризнано, что это — лейбницев анализ. 

Труды Декарта, Паскаля, Ферма, Гюйгенса, Барроу, 
Роберваля, Валлиса и, в особенности, Ньютона дока- 
зывают, что уже давно подошли вплотную к этому 
великому открытию, когда оно было провозглашено 
Лейбницем; и я думаю, что каждый из этих знамени- 
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тых математиков сделал бы его, если бы только 
подозревал, что здесь можно совершить великое от- 
крытие; иначе говоря, среди них не было ни одного, 
который не сумел бы привести к алгорифму метод 
исчерпывания, если бы только ему пришла мысль 
заняться этим и если бы он предвидел всю плодо- 
творность в будущем этого алгорифма. Быть может, 
среди различных алгорифмов, созданных столь много- 
численными оригинальными умами, нашлись бы и та- 
кие, которые добились бы предпочтения ‘пред алго- 
рифмом Лейбница, освященным для нас как обычаем, 
так и драгоценными и обширнейшими трудами, изло- 
женными ныне посредством этого алгорифма. 

165. Лагранж говорит, что «Ферма можно считать 
первым творцом новых исчислений. 

«Барроу пришла в голову мысль заменить коли- 
чества, которые должно считать нулями, согласно 
Ферма, реальными и бесконечно малыми количествами, 
ив 1674 г. он дал свой метод касательных, в кото- 
ром он рассматривает кривую как многоугольник 
с бесконечным множеством сторон. Однако это исчи- 
сление представляло собой еще только набросок, ибо 
применялось лишь к рациональным выражениям. 

Поэтому оставалось только найти простой и общий 
алгорифм, применимый ко всякого рода выражениям, 
благодаря которому можно было бы прямо и без 
предварительных приведений переходить от алгебраи- 
ческих формул к диференциалам. Это и сделал де- 
сять лет спустя Лейбниц. Ньютон, повидимому, одно. 
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временно или немного раныпе пришел к таким же 
сокращениям вычислений при диференцировании. Но 
великое достоинство и основное значение новых ис- 
числений состоит в образовании и интегрировании 
диференциальных уравнений; мне кажется, что с этой 
точки зрения слава их изобретения принадлежит 
почти исключительно Лейбницу и — особенно — брать- 
ям Бернулли». 

166. Было бы очень трудно теперь покинуть откры- 
тый этими знаменитыми математиками путь, приучить 
себя к новой точке зрения, к новым обозначениям, 
к новым оборотам речи. Сам Лагранж, как мы уже 
об этом говорили (157), сознает, что употребитель- 
ный ныне метод бесконечно малых есть верное сред- 
ство для сокращений и упрощений, и он счел своим 
долгом предпочесть их в новом издании своей «Ана- 
‚Литической механики» тем, которые он сам только 
что предложил в своей «Теории аналитических функ- 
ций». Можно поэтому полагать, что он смотрел на 
это последнее произведение как на сочинение, объ- 
единившее с единой точки зрения все множество 
аналитических приемов (а1се$), открытых им в своих 
работах, и как на случай методически развернуть свой 
удивительный математический гений. 

167. Я несколько раз слышал от этого глубокого 
мыслителя, что истинный секрет анализа состоит 
в искусстве владеть теми различными степенями нео- 
пределенности, которые присущи количеству. Я все- 
гда был проникнут этой мыслью, и она побудила 
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меня признать метод неопределенных Декарта важ- 
нейшим из следствий метода исчерпывания. 

В самом деле, мы видим, что во всех отраслях 
анализа вообще его приемы всегда основываются на 
различных степенях неопределенности сравниваемых 
им количеств. Отвлеченное число менее определенно, 
чем число именованное, потому что последнее озна- 
чает не только количество, но еще и качество исчис- 
ляемого предмета: алгебраические количества более 
неопределенны, чем отвлеченные числа, потому что 
они даже не определяют точно количества; среди 
алгебраических количеств переменные более неопре- 
деленны, чем постоянные, потому что последние счи- 
таются установленными в продолжение более долгого 
периода вычислений; количества неконечные более 
неопределенны, Чем простые переменные, потому что 
их можно изменять даже тогда, когда те уже согла- 
сились считать установленными; наконец, вариации 
более неопределенны, чем простые диференциалы, 
потому что последние в своем изменении подчиняются 
данному закону, в то время как закон, по--кото- 
рому изменяют вариации, произволен. Эта шкала 
различных степеней неопределенности ничем не огра-- 
ничена, и именно в этом наличии более или менее 
определенных, более или менее произвольных коли- 
честв и состоит плодотворный принцип общего ме- 
тода неопределенных, счастливым применением кото- 
рого, по существу, является исчисление бесконечно 
малых. 
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Эти количества, которые, с одной стороны, связаны 
с условиями вопроса, между тем как, с другой — им 
можно по желанию приписывать большие или мень- 
шие значения, эти, говорю я, в некотором роде, 
полупроизвольные количества заставляют нас почув- 
ствовать необходимость того различия, которое мы 
установили между количествами означенными и нео- 
значенными. Это различие не совпадает с различием, 
существующим между постоянными и переменными, 
ибо количества означенные включают постоянные 
и переменные, отношение между которыми ищется, 
или же количества, которые являются только их 
функциями, т. е. все те количества, которые могут 
входить в результат вычисления, между тем как ко- 
личества неозначенные необходимо из него исключены. 
Поэтому последние количества могут участвовать 
только как вспомогательные, они служат только для 
облегчения выражения условий задачи, после чего 
все заботы вычисляющего должны быть направлены 
на их исключение, которое необходимо во всех слу- 
чаях и которое по осуществлении всегда извещает 
о том, что вычисление с этого момента теряет свой 
первоначальный характер исчисления бесконечно малых 
и переходит в область обыкновенной алгебры. 

168. Метод пределов или первых и последних отно- 
шений отнюдь не освобождает от молчаливого, по 
крайней мере, различения этих означенных и неозна- 
ченных количеств, потому что предел количества есть 
не что иное, как граница, к которой это количество, 
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по предположению, непрерывно приближается, пока 
не станет отличаться от него сколь угодно мало. Слез 
довательно, этот предел считается установленным 
и, значит, является количеством означенным, между 
тем как другое количество, которое может сколь 
угодно приближаться к этому пределу, остается всегда 
произвольным или неозначенным и не может входить 
в результат вычисления. 

169. Из этого видно, что понятие предела не более 
и не менее трудно точно определить, чем понятие 
бесконечно малого количества и что, следовательно, 
ошибочно полагать, будто метод пределов является 
более строгим, чем метод обыкновенного анализа 
бесконечно малых. Действительно, для того чтобы 
строго развить метод пределов, надо предварительно 
определить, что такое предел; но разность какого“ 
нибудь количества и его предела есть то, что назы- 
вают или что должно называть количеством бесконечно 
малым: и, таким образом, не труднее понять одно, 
чем другое. Значит, если метод пределов является 
точным, в чем нет никаких сомнений, то нет никакого. 
основания, чтобы не был точным анализ бесконечно 
малых. 

170. Но этот анализ имевт по сравнению с мето- 
дом пределов серьезные преимущества; в методе пре- 
делов нельзя По отдельности вводить в вычисление 
те полупроизвольные количества, которые мы назы+ 
ваем неозначенными, в нем даже не допускаются их 
отношения, а только пределы этик отношений, кото- 
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рые являются количествами означенными. Благодаря 
этому лишаются тех различных сочетаний и пре- 
образований, которые доставляют анализу бесконечно 
малых возможность, которую он себе присваивает 
и право на присвоение которой он доказывает, — опе- 
рировать над этими отдельными вспомогательными 
количествами, возможность, составляющую одно из 
главных преимуществ его алгорифма. Анализ беско- 
нечно малых, следовательно, представляет собой усо- 
вершенствование метода пределов, это — более широ- 
кое и более смелое применение последнего, однако, 
отнюдь не менее точное и ясное. 

171. Впрочем, вовсе не при изложении принципов 
можно составить себе представление о преимущест- 
вах метода бесконечно малых над всеми другими. Все 
они почти одинаково ясны в своих принципах; но 
их не одинаково легко применять к частным задачам, 
Главная трудность этих методов заключается в со- 
ставлении уравнения задачи, что, наоборот, очень 
легко, вообще говоря, для методов бесконечно малых. 
Лишь только отказываются от свободного примене- 
Ния в вычислениях количеств, названных нами бес- 
конечно малыми, как средства сравнения оказываются 
суженными; возникает необходимость в искусственных 
приемах для достижения той же цели, и это затрудне 
ние еще гораздо менее ощутительно в алгебраических 
выражениях (р|газез) и различных действиях, чем 
в предложениях или рассуждениях, которые подготов- 
ляют эти действия или заменяют их. Одного примера 
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будет достаточно для того, чтобы почувствовать в этом 
отношении превосходство метода бесконечно малых. 

Попробуем сформулировать знаменитый принцип 
возможных скоростей. Вот его изложение в «Анали- 
тической механике» Лагранжа, 

«Если какая-нибудь система, состоящая из сколь 
угодно многих тел или точек, находящихся каж- 
дая под действием некоторых сил, находится в 
равновесии и если этой системе сообщить какое- 
либо малое движение, при котором каждая точка 
пройдет бесконечно малое пространство, которое 
и выразит ее возможную скорость, то сумма сил, 
умноженных каждая на пространство, пройден» 
ное точкой, где приложена сила, в направлении 
этой самой силы, будет равна нулю, если счи- 
тать положительными малые пространства, про- 
ходимые в направлении сил, и отрицательными — 
пространства, проходимые в обратном направ- 
ленци». 

Я спрашиваю, как смогут те, кто отбрасывает выра- 
жения, допущенные в исчислении бесконечно малых, 
сформулировать это предложение столь же ясно, как 
сделали это мы, следуя знаменитому автору «Анали- 
тической механики». Но ведь вся математика, соб- 
ственно говоря, представляет собой последователь- 
ность подобных выражений, следовательно, отказаться 
от них —это значит обречь себя на длинноты и 
безвыходные затруднения. Решиться на это можно 
было бы только из боязни каких-нибудь ошибок 
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в результатах. Но ведь все согласны в том, что метод 
непогрешим в своих результатах. 

172. Надо заметить, что в математических изыска- 
ниях воображение, естественно, останавливается на 
самих называемых бесконечно малыми количествах, 
а не на пределах их отношений. Если меня спраши- 
вают об объеме тела, ограниченного кривой поверх- 
ностью, то я, действительно, воображаю этот объем 
разделенным на болыное число слоев ‘или даже частиц. 
Я рассматриваю именно эти слои и эти частицы, а не 
различные возможные между ними отношения и, еще 
менее, пределы этих отношений. Мое воображение 
ищет доступный чувствам предмет; чисто алгебраи- 
ческие формы доставили бы ему лишь нечто неопре- 
деленное. Деление объема на слои и частицы рает 
мне картину, просвещающую ум, направляющую его 
и облегчающую решение. Каждую из этих частиц я 
рассматриваю как элемент всего количества, которое 
я, действительно, считаю суммой всех этих элементов; 
поэтому я ищу диференциальное выражение, которое 
должно представлять собой эту частицу, пренебрегая 
тем, что правила вычисления позволяют мне опустить. 
Затем, я применяю к этому диференциальному выра- 
жению известные формулы интегрального исчисления, 
и, таким образом, без особенного труда я достигаю 
разрешения: задачи, может быть, недоступной всем 
усилиям метода исчерпывания или всякого другого, 
в котором нельзя использовать средства ‘сокращения 
и упрощения, доставляемые методом бесконечно малых, 
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173. Бесконечно малые количества можно рассма- 
тривать или как подлинные количества или как коли- 
чества абсолютно нулевые; но мне кажется, что во- 
ображение лучше приспособляется к тому методу, 
который рассматривает предметы как действительные, 
чем к методу, который рассматривает их как нулевые. 
Сам закон непрерывности, один только дающий воз- 
можность установить в каждом случае значение каж- 


0 
дой из дробей 0» Которые без этого оставались бы 


неопределенными, принуждает сравнивать их до 
того, как они всецело изчезнут. Впрочем, все эти 
количества должны быть исключены, и этого можно 
достичь,. не приписывая им никакого определенного 
значения; следовательно, по крайней мере излишне 
предполагать, что они равны нулю; это значит рас- 
сматривать вопрос более частным образом (раг#сиа- 
ег 1а ацезНоп), когда можно без этого обойтись, 
и, следовательно, это значит решать его менее изящно. 


174. Важнейшая и, можно сказать, возвышенней- 
шая заслуга метода бесконечно малых состоит в 
объединении легкости обычных приемов простого 
приближенного вычисления с точностью результатов 
обыкновенного анализа. Это огромное преимущество 
было бы потеряно, или, по крайней мере, ослаблено, 
если бы этот ясный и простой метод, каким нам дал 
его Лейбниц, пожелали бы под предлогом сохранения 
большей строгости в продолжение всего вычисления 
заменить другим, менее естественным, менее удобным, 
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менее согласным с вероятным ходом мыслей творцов. 
Если этот метод точен в своих результатах, в чем 
никто теперь не сомневается, если именно к нему 
постоянно приходится возвращаться в трудных вопро- 
сах, с чем, кажется, опять-таки согласны все, то за- 
чем прибегать для его замены к окольным и сложным 
средствам? Для чего нужно обосновывать его только 
на индукциях и на согласии его результатов с тем, 
что дают другие методы, когда его можно обосновать 
непосредственно и, вообще, может быть, много легче, 
чем какой-нибудь из этих методов? Возражения, вы- 
ставлявшиеся против него, все базируются на том 
ложном предположении, что ошибки, допущенные 
в течение вычисления, когда в нем пренебрегают 
бесконечно малыми количествами, сохраняются, хотя 
и сколь угодно малыми, в результате этого вычисле- 
ния. Между тем, это не так: исключение уничтожает 
их всех необходимым образом. И странно, что не 
узрели в этом обязательном исключении истинного 
характера неконечных количеств, а также и ответа, 
ниспровергающего все возражения, 


НФ! 


ПРИМЕЧАНИЕ, 
ОТНОСЯЩЕЕСЯ К $ 162 НАСТОЯЩЕГО СОЧИНЕНИЯ 


1. Существует замечательная аналогия между теорией 
изолированных (15016ез) отрицательных количеств и теорией 
количеств бесконечно малых, заключающаяся в том, что и 
те и другие всегда употребляются только вспомогательным 
образом, и что они необходимо должны исчезать из резуль- 
татов вычисления для того, чтобы эти результаты были со- 
вершенно точными и понятными. До того это лишь более 
или менее неявные алгебраические выражения (Юппе5), 
непригодные ни к какому непосредственному применению. 

2. Кажется, гораздо труднее вразумительно объяснить, что 
такое изолированное отрицательное количество, чем понять, 
что такое бесконечно малое количество, потому что послед- 
нее, как мы видели, есть количество действительное, в то 
время как первое является фиктивным понятием (ё&1е 4е 
га1зоп), ибо его можно получить лишь путем невыполнимого 
действия, 
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3. Утверждать, что изолированное отрицательное количе- 
ство меньше нуля, это значит погрузить математику, кото- 
рая должна быть нзук>Й прозрачной, в непроницаемый ту- 
ман и углубиться в лабиринт парадохсов, одних более 
странных, чем другие. Сказать, что это просто количество, 
противоположное положительным количествам, это значит 
ничего не сказать, потому что затем надо будет объяснить 
что это за противоположные количества. Прибегать для 
этого объяснения к новым первоначальным идеям, подобным 
идеям материи, времени и пространства, — это значит со- 
знаться, что затруднение считается неразрешимым, и поро- 
ди1ь новые затруднения, потому что, если. мне в качестве 
примера противоположных количеств приведут движение к 
востоку и движение к западу, или движение к северу и движе- 
ние к югу, то я спрошу: что означает движение к северо-во- 
стоку, к северо-западу, к юго-юго-западу и т. д., и какими 
знаками эти количества должны быть снабжены в вычислении? 

Прибегать к первоначальным идеям, несомненно, удобно 
для того, чтобы уклониться от трудностей, но это непра- 
вильно с точки зрения философии, если не является неиз- 
бежным. Метафизика наук, быть может, и не очень способ- 
ствует прогрессу методов, но есть люди, для которых она 
являётся любимым предметом. Для них я и составил это 
небольшое сочинение. С таким же успехом можно было бы 
к числу первоначальных идей отнести понятие математиче- 
ской бесконечности; вычисления, основанные на этом поня- 
тии, не сгали бы от этого менее пригоднымя для обычных 
их применений. Однако, как говорит Даламбер, «эта фило- 
софия, о которой тгк много писали, еще более важна и, 
быть может, еще с большим трудом поддается развитию, 
чем самые правила этого исчисления». 

Мне кажется, что то же самое можно сказать и об изо- 
лированных отрицательных количествах; об этом можно 
судить по тем спорам, предметом коих они были среди 
знаменитых математиков, 
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4. В другом месте я развил истинную, как мне казалось, 
теорию этого рода количеств, и эта теория встретила доб- 
рожелательный прием у ученых. Единственное возражение, 
которое, как мне известно, было по поводу нее сделано, это 
то, что она может оказаться менее просгой на практике, 
чем общепринятая. Сознаюсь, что это неудобство было бы 
весьма серьезным, если бы оно существовало. Но так как 
я думаю, что дело обстоит как раз наоборот, то я поста- 
раюсь возможно кратко изложить здесь эту теорию. 


Основной принцип 


5. Всякое, найденное при решении уравнения, отрица- 
тельное значение неизвестного выражает, отвлекаясь 
от знака этого значения, разность двух других коли- 
честв, из которых при выражении условий задачи боль- 
щее было принято за меньшее, а меньшее — з& большее. 

Доказательство. Чтобы выразить какую-нибудь за- 
дачу посредством уравнений, начинают всегда так, как и 
в синтезе, т. е. все количества, на которых основывается 
рассуждение, рассматриваются как абсолютные (аЪзощез). 
Следовательно, если решение задачи возможно и если не 
допущены ложные предположения, то для каждого количе- 
ства также бузет найдено абсолютное значение. Следова- 
тельно, если, наоборот, находят только отрицательное или 
мнимое значения, то можно уже заключить, что, безуслов- 
но, условия задачи и предположения, на которых основано 
вычисление, в чем-либо несовместны. 

Для того чтобы узнать, в чем состоят эти допущенчые 
ложные предположения, я назову неизвестное, для которого 
было найдено отрицательное значение, х и предположу, что 
это отрицательное значение будет—р. Итак, мы нашли 

— — р, — уравнение, в котором р есть абсолютное коли- 
чество. Пусть это абсолютное количество р = т— п, где 
тип также являются абсолютными количествами. Следа- 
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вательно, мы будем иметь т_> п. Так как при выражении 
задачи посредством уравнения. х рассматривали как абсо- 
лютное количество, то, значит, предполагали также, что и 
его значение —р является абсолютным количеством, т. е. 
рассматривали — (т —п) или (п — т) как абсолютное ко- 
личество. Следовательно, мы предполагали, что п`> т, меж- 
ду тем как в действительности, как видели выше, наобо - 
рот, т > п. Следовательно, допущенное ложное предполо- 
жение состоит в том, что из двух количеств т и п, разностью 
которых является р, большее т было принято за меньшее, 
а меньшее — за большее; и так как абсолютное количество 
р есть не что иное, как найденное для неизвестного значе- 
ние — р, — если отвлечься от его знака, — то отсюда сле- 
дует, что всякое, найденное при решении уравнения от- 
рицательное значение и т. д.5 что и требовалось 
доказать. 

6. Нельзя, собственно, сказать, что уравнение х = —р 
ложно, потому что оно точно выражает данные условия и 
предположения, на которых основано вычисление; но дело 
в том, что самые эти условия или предположения, противо- 
реча друг другу, не позволяют результату вычисления быть 
пригодным без изменений. Поэтому нужно установить, ка- 
кие изменения могут сделать этот результат вразумительным 
(ехрЦсЙе), не нарушая его точности, т. е. могут освободить 
его от содержащихся в нем непонятных количеств или от 
указанных им невыполнимых операций. Для этого прихо- 
дится внести две поправки: первая состоит в изменении 
знаков неизвестного в содержащих его алгебраических вы- 
ражениях так, чтобы его значение в конечном уравнении 
стало положительным, вторая — в аналогичном изменении 
условий и предположений, на которых основывалось вычис- 
ление так, чтобы алгебраические выражения были точным 
переводом этих условий и предположений. Правил для это- 
го не существует, как нет их и для выражения задачи пос- 
редством уравнений; но при небольшом навыке обыкновенно 
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бывает очень легко заметить, каков должен быть результат 
этих изменений, и тогда довольствуешься необходимой по- 
правкой в решении, данном конечным уравнением, не про- 
делывая заново всех выкладок. Это называется брать от- 
рицательные значения в смысле, обратном положитель- 
ным значениям, или брать неизвестное в смысле обрат- 
ном тому, который приписывали ему при выражении 
условий задачи. Новая теория абсолютно ничего не изме- 
няет в старых приемах; она только хочет придать им смыёл 
и доказать их точность. 

7. Предположим, например, что желая узнать размер воз- 
можного выи! рыша, мы обозначим этот выигрыш через х 
и допустим, что в качестве конечного уравнения мы нашли: 


х=-р. 


Всякий отсюда без колебания заключит, что вместо воз- 
можного выигрыша налицо имеется реальный проигрыш, 
равный р. Но это нужно доказать. Вот как я буду рассуж- 
дать, согласно вышеизложенным принципам. 

Так как х есть возможный выигрыш, то, если я назову 
через т состояние игрока после этого выигрыша и п — 
его состояние перед ним, то задача будет выражена по- 
средством уравнения в том предположении, что 


Хх —=т—п 
И что, следовательно, т > п. Но, так как мы нашли 
Х—= — р, 
то, значит, мы предположили также 
т—п=—=— р, или п—-т=Рр, 


и так как р есть абсолютное количество, то, значит, мы 
предположили, что п > т. Следовательно, с одной стороны, 
мы предположили, что т > п, а с другой, что п > т; сле. 
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довательно, мы совместно допустили два противоположных 
предположения. 

Но так как п есть состояние игрока до конечного резуль- 
тата, а т — после, то итог вычисления, дающий нам п >> т, 
говорит о том, что игрок проиграл, вместо того чтобы вы- 
играть, т. е. о том, что для исправления предположения, 
на котором было основано вычисление, надо рассматривать 
х как проигрыш, а не как выигрыш, и чтобы не нарушить 
благодаря этому точности вычисления, надо одновременно 
переменигь знак, что даст: 

—х=—— р, или х=р. 

8. Это рассуждение можно применить во всяком другом 
случае, но нет необходимости повторять его каждый раз, 
так же как нет необходимости повторять доказательство 
какого-нибудь предложения при каждом его употреблении. 
Достаточно того, что его можно дать в случае необходи- 
мости; точно так же достаточно установить основной прин- 
цит, чтобы твердо знать, что более чем бесполезно прибегать 
к столь странным утверждениям, как, Например, утвеждение, 
будто проигрыш есть отрицательный выигрыш. Вовсе не 
потому, что проигрыш есть отрицательный выигрыш, необ- 
ходимо было поставить — х вместо х и одновременно пе- 
ременить слово выигрыш на проигрыш; а только потому, 
что мы ошиблись при составлении уравнения, называя вы- 
игрышем то, что было проигрышем. Поэтому было необхо- 
димо восстановить истинное наименование и в то же время 
исправить ложное следствие, извлеченное из первого пред- 
положения, 

Вполне допустимо в беседе сказать, что проигрыш есть, 
отрицательный выигрыш, потому что в ней допустимы фи- 
гуральные выражения, — но они абсолютно непонятны в 
математихе. Предположим, что игроки, сидящие за столом, 
условились, что десятая часть выигрыша будет положена 
в кружку для бедных. Разве не стали бы смеяться над тем, 


6 МЕТАФИЗИКЕ ИСЧИСЛЕНИЯ БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ 2987 


кто решился бы в конце игры потребовать 100 экю с круж- 
ки под тем предлогом, что, сделав отрицательный выигрыш 
в 1000 5кю, он должен взять обратно из кружки столько, 
сколько он должен был бы в нее положить, если бы его 
выигрыш был положительным? Разве ему бы не сказали: 
«мы все понимаем, что вы потеряли 1000 экю, мы сочув- 
ствуем вам в этом, но, тем не менее, ваши 100 экю должны 
остаться в кружке, ваша речь, совершенно ясно излагающая 
ваше приключение, нета речь, которой пользуются при 
счете. При вычислении каждую вещь надо называть по 
ее имени». 

9. Для того чтобы обобщить теперь эту теорию, пред- 
ставим себе какую-нибудь переменную систему количеств. 
Предположим, что какие-либо отношения или зависимости, 
существующие между этими количествами, выражены по- 
средством явных (ехрИсЦез) формул, т. е. таких, которые 
содержат только абсолютные количества и непосредственно 
выполнимые действия. 

Пусть т и п будут два каких-либо из этих количеств, 
из которых, по крайней мере, одно прэдположено перемен- 
ным, и пусть эти два количества, в силу изменений, кото- 
рые испытываёт система, становятся попеременно каждое 
большим. Предположим, наконец, что формулы остаются 
одинаковыми для всех значений, приписываемых количест- 
вам ти п. Ус®ановив все это, я назову через р перемен- 
ную разность этих двух количеств т, п, т. е. большее из 
них минус меньшее. Так как, по предположению, т, п суть 
количества абсолютные, и так как они становятся попере- 
менно одно больше другого, то отсюда следует, что` коли- 
чество р будет также всегда количеством абсолютным и 
что будем иметь то р=т— п, то р=п—т, в зависимо- 
сти от того, будет ли т >> п или п т. 

Обозначим через р’ количество р дяя того случая, когда 
т›> п, через р” для случая, когда п >> т; тогда все зна- 
чения р’мы назовем по отношению друг к другу прямыми 
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(Чкес4е$), точно так же как и все значения р” между собой 
но значения р’ называются обратными (туегзез) по отно- 
шению к значениям р’, и наоборот. Тем не менее, все эти 
количества без исключения являются абсолютными количе- 
ствами, потому что они всегда выражают только большее 
из двух количеств т и п минус меньшее; но они не могут 
существовать одновременно и относятся к различным по- 
следовательным состояниям системы. 

Рассмотрим теперь эту систему в каком-нибудь состоя- 
нии и допустим, что в соответствующих формулах нахо- 
дится количество р’. Посмотрим, как можно исключить из 
них количество р’ и ввести вместо него количество р”, 
обратное по отношению к прежнему. 

Я начинаю с подстановки на место р’ равного ему коли- 
чества (1—7), затем я принимаю во внимание, что, по 
предположению, формулы применимы ко всем значениям, 
которые должны быть приписаны количествам 1 и п, мо- 
гущим становиться попеременно одно больше другого; я 
могу, поэтому, предположить, что когда система изменяется 
так, что п становится больше, чем т, то эти формулы 
между т и п сохраняют свою силу. Допустим, что, дейст- 
вительно, п >> из тогда т — п становится количеством не- 
понятным; я его выражу в виде — (п — т) и; так как мы 
имеем (п— т) =р", то мы получим —р” для замены 
— (п — т), которое было поставлено, в свою очередь, вместо 
(т — п), заменившего р’. Следовательно, все это сводится 
непосредственно к замене р’ через—р"; иначе говоря, 
следует только везде поставить р; и когда пожёлают пе- 
рейти от одного состояния системы к другому, то надо 
будет: 1) изменить знак этого абсолютного количества, 
2) приписать ему, вместе с тем, значение количества обрат- 
ного (шуегзе) по отношению к тому, которое приписыва- 
лось сначала. Это действие подобно тому, которое было 
указано выше в случае выигрыша и проигрыша. Отсюда 
мы можем вывести следующий общий принцип. 
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10. Всякий раз, когда желают перейти от одного со- 
стояния системы к другому и сделать непосредственно 
применимыми к этому последнему формулы, бывшие не- 
посредственно применимыми к первому, надо изменить 
знак тех количеств, которые соответственно обратны 
друг другу в обоих различных состояниях этой системы. 

И обратно. 

Если в формулах, непосредственно применимых к ка- 
кому-нибудь состоянию системы, изменяют знаки од- 
ного или нескольких количеств, то видоизмененные та- 
ким образом формулы будут уже принадлежать не к 
тому же состоянию системы, но к другому, в котором 
количества, у которых изменили знаки, являются об- 
ратными по отношению к количествам, соответствую- 
щим им в первом состоянии системы. 

11. Если не изменять знака количеств, которые в новом 
состоянии системы обратны по отношению к соответствую- 
щим им количествам первой, то очевидно, что при нахож- 
дении их значений путем решения уравнений окажется, что 
эти значения отрицательны, потому что они везде будут 
иметь при себе знак, противоположный тому, который они 
должны были бы иметь; поэтому-то обыкновенно такое по- 
ложение вещей выражают, говоря, что эти количества ста- 
новятся отрицательными. Но это весьма неподходящее и 
способное ввести в заблужцение выражение, ибо не сами 
эти количества становятся отрицательными, но только те 
значения, которые определяются для них из уравнений. Но 
эти значения ложны; истинными значениями являются те, 
которые получаются только после перемены знаков; до 
того действие является незавершенным, и количества при- 
надлежат к новому состоянию системы по их абсолютным 
значениям и к прежнему — по полученным ими знакам. 

Таким образом не надо упускать из виду, что количества, 
называемые обратными, являются обратными только отно- 
сительно друг друга в двух разных состояниях одной и 
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то! же системы; что это всегда только абсолютные коли- 
чества, которые оказываются то положительными, то отри- 
цательными в зависимости от тех преобразований, которым 
подвергают содержащие их уравнения; и что, наконец, ни 
одно количество не является отрицательным по своей при- 
роде, а может быть им только по знаку, который ему вре- 
менно предшествует в алгебраических выражениях. Знак 
плюс означает сложение, знак минус — вычитание и ничего 
более; всякое другое употребление этих знаков есть лишь 
результат алгебраического преобразования, который допу- 
скается в вычислениях только по индукции. 

12. Лишь навык в вычислении приучает немедленно раз- 
личать количества, которые становятся обратными при пе- 
реходе от одного состояния системы к другому и которые, 
следовательно, должны изменять знак, когда хотят сделать 
непосредственно применимыми ко второму состоянию си- 
стемы формулы, явно относившиеся только к первому. Из- 
вестно, например, что когда хотят применить формулы, 
найденные для косинуса дуги, меньшей четверти окружности, 
к косинусу дуги, большей четверти и меньшей трех чет- 
вертей, то в них надо бывает изменить знак. Но это совсем 
не значит, как обыкновенно полагают, что этот косинус 
становится отрицательным. Косинус может быть то отри- 
цательным, то положительным, если его переносить из од- 
ной стороны уравнения в другую; но сам по себе он всегда — 
количество абсолютное, и именно в силу этого надо изме- 
нить знак, который он имел в формулах первоначальной 
системы, т. е. в первой четверти окружности, на рассмот- 
рении которой основывались рассуждения. В противном 
случае эти формулы, справедливые для первого квадранта, 
не были бы таковы для второго, что можно доказать не- 
посредственно, найдя путем синтеза формулы, соответст- 
вующие этому второму квадранту. 

Предполагая, с одной стороны, как это обыкновенно де- 
лают, что формулы, непосредственно применимые к острым 
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углам, применимы также и к тупым, а, с другой стороны, 
что косинусотупых углов отрицательный, допускают сразу 
два ложных предположения. Но эти ложные предположе- 
ния исправляют одно другое, потому что, если назвать 
острый угол через а, то мы будем иметь: 


с05 @ =1 — яп уегзи$ а; 


таким образом, предполагая, что эта же формула при- 
меняется и к тупому углу, вместе с тем предполагают, 
что косинус его есть 1 — $1 уегзиз а, между тем как на 
деле он, наоборот, есть зш уегзиз а —1. Следовательно, в 
вычислении вместо $1п уегзиз а — 1 полагают 1 — $1т уегзи$ а, 
или 1 — $11 уегзиз @ вместо — (1 — $ л уегзиз а), или соза 
вместо — со$ а. 

Но так как в силу второго предположения косинус ту- 
пого угла считается отрицательным, т. е. меняющим в ре- 
зультате вычисления знак, то в этом результате ставят 
— соза вместо соз а. Таким образом, благодаря двум по- 
сдедовательным действиям, сначала ставят с0$ а вместо 
— с0$ а, а затем — соз@ вместо соз а, а это все равно, как 
если бы ничего не изменяли. Но вместе с тем достигают 
того преимущества, что при вычислениях пользуются одной 
и той же формулой как для острого, так и для тупого углов. 

13. Точно так же делают ложное предположение, когда 
считают, что уравнение, непосредственно применимое к кри- 
вой только в одной четверти, непосредственно применимо 
к ней во всех четырех. Но ложное предположение исправ- 
ляется в результате вычислений, поскольку те координаты, 
которые находятся по отношению к их оси на стороне 
противоположной той, для которой в действительности урав- 
нение непосредственно применимо, рассматриваются как 
отрицательные, т. е. как обладающие знаком, обратным 
тому, который они должны были бы иметь. 

Все это легко доказывается путем преобразования коор- 
динат, Но бесполезно каждый раз снова проводить те рас- 
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суждения, которые обосновывают эту компенсацию, поро- 
ждаемую исправляющими друг друга предположениями. Эти 
предположения следует рассматривать как искусные сред- 
ства придать. большую общность вопросу, подводя под одну 
формулу все однородные задачи, или ке задачи, которые, 
не будучи абсолютно тождественными, связаны, однако, 
между собой достаточно тесно, для того чтобы было воз- 
можно переходить от одной к другой путем простого 
изменения знака. 
14. Известна, например, формула: 


со$ (а -- 5) = с0$ а со$ 6 — зта $1 6. (А) 


Эта формула непосредственно относится только к тому 
случаю, когда все три дуги а, 9, а-- В меньше, чем чет- 
верть окружности; потому что, если бы ее пожелали непо- 
средственно и без изменения применить к большим дугам, 
то совершили бы ошибку, в чем легко убедиться, определив 
непосредственно синтетическим путем формулы, соответ- 
ствующие различным случаям. Поэтому вот что делают для 
распространения этой формулы на все случаи. Ее в про- 
должение всего вычисления рассматривают как действи- 
тельно общую формулу, что является ложным предположе- 
нием; а для исправления в конечном результате действия 
этого ложного предположения косинусы дуг больших, чем 
четверть окружности, и меньших, чем три четверти, в нем 
считают отрицательными, т. е. считают, что косинусы изме- 
няют знаки во втором и третьем квадрантах. Что же ка- 
сается синусов, то их считают отрицательными, т. е. изме- 
няющими знак, в третьем и четвертом квадрантах; это и 
приводит в каждом случае формулу опять к тому, чем она 
должна быть, т. е. к тому, чем она была бы в действи- 
тельности, если бы ее нашли непосредственно путем син- 
теза. Так, например, если дуги а и 6 каждая меньше, 
чем четверть окружности, между тем как а-- больше 
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ее, то со$ (а -- 8) надо будет придать отрицательный знак, 
и формула примет вид: 


— с03 (а - 8) = соза со$ В — п аз 6, 
ИЛИ 
со$ (а-- 5) = зш ат 6 — с0$ а с0$6, (В) 


т; е. вид, в каком ее в этом случае действительно находят 
непосредственно путем синтеза. 

Обозначим синус-верзус и косинус-верзус любой дуги 
через у и соу; тогда для уравнения круга мы будем иметь 


(1 — $1) - (1 — соу)? =1. 


Это уравнение непосредственно применимо ко всем точкам 
окружности, и, следовательно, мы можем воспользоваться 
им для того, чтобы придать вышенайденной формуле (А) 
всю доступную ей общность. Действительно, если исключить 
синусы и косинусы и ввести в нее синус-верзусы (5%) и 
косинус-верзусы (соу), то мы получим: 


1— у (@- 5) = (1 — яма) (1 — ях $) — } 


— (1 — соу а) (1 — соух 5), 


(С) 


т. е. формулу, непосредственно и без всяких изменений 
применимую ко всем четырем четвертям окружности, 
Так как в первом квадранте 


ях а) <1, зма<ь 


У< |, соуа< Ь соуё<Т, 
то для него формула между синусами и косинусами остается 
той же формулой (А). Во втором квадранте, если предпо- 


ложить, что (а -|- 9) больше, чем четверть окружности, но. 
аи ф каждая меньше ее, мы получим: 


&у (@-5)>1 Яуа<Ь змоч1Тит. д, 
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Следовательно, формула примет вид: 


— [3 (@-+ 9) — |= (1 — Яма) (1— ях в) — 
— (1 — соу а) (1 — сот 5), 
или, вводя обратно синусы и косинусы и делая приведения, 


соз (а - 5) = зтазт 6 — соз$ а соз В, 


а это уравнение совпадает с формулой (В). 

Таким образом следует считать, что формулы (А) и (В) 
относятся к частным случаям и происходят от одной, охва- 
тывающей их всех, общей формулы (С). И когда при обыч- 
ном употреблении одну из этих частных формул вроде (А) 
применяют как общую, то не следует забывать, что в дей- 
ствительности она только представляет эту общую формулу 
до тех пор, пока не наступит время произвести надлежащие 
изменения, но что это отнюдь не сама общая формула, по- 
тому что если бы она была таковой, то не было бы. нужды 
ни в каком изменении. 

15. Для того чтобы было легко решить, каковы те изме- 
нения, которые должны иметь место в каждом отдельном 
случае, когда не употребляют общей формулы, мы составим 
следующую таблицу, содержащую абсолютные значения всех 
тригонометрических количеств, относящихся к четырем 
четвертям круга, выраженных все через ведичины $ и со\. 

16. Эта таблица, способ построения которой понятен без 
труда, немедленно укажет, какое изменение должно быть 
произведено в каждой из формул, являющихся непосред- 
ственно применимыми при каком-нибудь одном состоянии 
системы, для того чтобы сделать их непосредственно приме- 
нимыми в другом состоянии. Если, например, в качестве 
мерила сравнения взять, как это обыкновенно делают, фор- 


мулы, относящиеся к первому квадранту, то мы найдем, что 
в нем 


$05 а = | — Зуа, 
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Для второго квадранта мы найдем, что 
со$ а = ча —1. 


Следовательно, во втором квадранте косинус является 
обратным по отношению к тому, чем он является в первом 
квадранте. Поэтому, чтобы сделать непосредственно приме- 
нимыми ко второму квадранту те формулы, которые непо- 
средственно применимы к первому, надо, согласно общему 
принципу, изменить в них знак у косинуса. 

Так как во втором квадранте 


05 а = Мм а—1 
или 
с0$ @ = — (1 — Яма), 


между тем как в первом, наоборот, 
с05 а= (1 — ма), 


то озыкновенно это отношение двух косинусов выражают, 
говоря, что косинус становится отрицательным во втором 
квадранте. Но это, как мы уже заметили, неподходящее 
выражение: косинус не является отрицательным ни в первом, 
ни во втором и ни в каком другом квадранте. Например, 
для того чтобы он был отрицательным во втором квадранте, 
его значение, которое, как мы только что видели, равное 
гогда 
— (1 — 9х а), 


должно было бы быть действительно отрицагельным, каким 
оно является по внешности. Но так как во втором квадранте 


5$.уа >], 
10 Из этого следует, что 
1 — а 
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есть само по себе отрицательное количество и что, значит, 
— (1 — Зуа) 


снова оказывается положительным количеством. 
17. В качестве еще одного примера употребления этой 
таблицы я рассмотрю, как нужно изменить формулы пер- 
вого квадранта для того, чтобы сделать их непосредственно 
применимыми к третьему. Предположим, что требуется 
найти секанс. 
Я вижу, что в первом квадранте 


1 
1 — уд, 
а в третьем 
1 
зеса=— 


Но для того чтобы привести это последнее уравнение 
к тому же виду, что и первое, надо изменить знак; отсюда 
я заключаю, что секанс третьего квадранта является обрат- 
ным (туегзе) по отношению к секансу первого и что по- 
этому нужно на самом деле переменить в формулах знак. 
Для того чтобы убедиться в этом, умножим в уравнении 
для первого квадранта, т. е. в уравнении: 


25а — 1 ув 


числитель и знаменатель дроби на знаменатель 


1 — Яуа. 
Мы будем иметь тогда: 


1 $ а 


(1 Ш— у @— ма) 
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Произведя то же преобразование в формуле для третьего 
квадранта, т. е. 


зеса== а 
ЯУа—1 
мы будем иметь: 
беса — $ а 1 
— ($ма—1} на! 

Так как ($ а-— 1)}3 есть то же самое, что (1 — Зу а}, 
то значения секанса в первом и третьем квадрантах суте 
разности одних и тех же переменных 


1 и зуа 
(1 — $ а)? (1 — зу а) ' 


взятые в обратных направлениях, откуда следует, что се- 
кансы первого и третьего квадрамтов хотя и совпадают как 
по величине, так и по направлению, являются, однако, про- 
тивоположными (орроз6ез) количествами в том смысле, какой 
придают этому слову аналисты. Это доказывает, что это 
слово не всегда представляет собой вполче ясную для 
разума идею и что эти противоположные количества суть 
не что иное, как количества обратные (пуегзез), точное и 
ясное определение которых мы дали в (9). 

19. Следует, впрочем, признать, что за некоторыми, доста- 
точно редкими исключениями легко распознать те количе- 
ства, которые при каждом переходе от одного состояния 
системы к другому становятся обратными (туегзез) или, 
как выражаются неподходящим образом, отрицательными, 
т. е. те количества, которые должны изменить знак. Однако 
обыкновенно эти перемены знака вовсе не совершают при 
каждом изменении состояния системы; их оставляют в про- 
должение всего хода вычисления такими, какими они были 
бы, если бы мы не вышли за пределы первоначальной 
системы, т. е. того состояния, относительно которого были 
обоенованы рассуждения для составления уравнения и кото- 
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рое принимают за мерило сравнения с другими состояниями; 
и только уже в самом конечном результате производят 
необходимые изменения. Этот способ действий и является 
существенным отличием анализа от синтеза. Последний 
допускает при вычислении всегда только явные (ехр!сЦез) 
формы, т. е. абсолютные количества и непосредственно 
выполнимые операции. Поэтому, по мере того как состояние 
системы изменяется, синтез должен соответственно изменять 
свои формулы так, чтобы они никогда не переставали слу- 
жить верным изображением той системы, за которой он 
следует во всех ее изменениях. Анализ, наоборот, отправ- 
ляется от определенного состояния, это определенное со- 
стояние является первоначальной системой, которую он 
принимает за мерило сравнения и на которой он строит 
свои рассуждения при выражении условий задачи. При этом 
рассуждении он для выражения условий задачи в уравнении 
поступает совершенно так же, как и синтез, т. е. рассма- 
тривая все количества как абсолютные и употребляя знаки 
плюс и минус только для обозначения действительных сло- 
жений и вычитаний. Но затем, вместо того чтобы подобно 
синтезу изменять по мере перехода от одного состояния 
системы к другому свои первоначальные формулы, он рас- 
сматривает эти первоначальные формулы, как соответствую- 
щие безразлично всем последовательным состояниям системы. 
Благодаря этому он избавляется от необходимости исследо- 
вать в отдельности каждый частный случай, предоставляя 
самому вычислению заботу исправить действие ложных 
предположений и отдаляя до конца вычисления те изменения, 
которые, может быть, окажутся тогда необходимыми. Таким 
образом синтез занимается только абсолютными количествами 
и непосредственно выполнимыми операциями, удовлетворяю- 
щими предложенному вопросу, между тем как анализ рас- 
сматривает все алгебраические формулы, спосозные удовле- 
творить найденным уравнениям. Но затем анализ исключает 
отрицательные и мнимые формы, подвергая их обыкновен- 
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ным алгебраическим преобразованиям, как если бы то были 
истинные количества, и приводит, таким образом, свои 
уравнения к желательным явным (ехрНсЙез$) формам, без 
чего вычисление не было бы закончено, ибо оно допускало 
бы дальнейшие упрощения. 

Ни одно количество не может стать ни отрицательным, ни 
мнимым, не перестав быть истинным количеством, потому 
что истинными количествами являются, очевидно, только 
количества абсолютные. Когда, прибегая к неподходящему 
обороту, говорят, будто такое-то количество стало отрица- 
тельным или мнимым, то это значит, что, на самом деле, 
нужно в ходе вычисления или в его конечном результате 
заменить это истинное количество отрицательной или мнимой 
функцией для того, чтобы исправить те формулы, относи- 
тельно которых ошибочно предполагали, что они непосред- 
ств.нно применимы к новому состоянию системы. Отнюдь 
не само количество является отрицательным или мнимым, им 
является только чисто алгебраическая формула, которую 
нужно поставить вместо него для того, чтобы сохранить 
точность формул. 

Так, например, если назвать через а острый угол и через 
п — угол прямой, то вовсе не соз (2* — а) будет отрица- 
тельным, — он совершенно так же положителен, каки со$ а, 
и тот и другой суть абсолютные и совершенно равные 
количества. Отрицательной является алгебраическая функ- 
ция — с0$ (2= — а), которую действительно нужно подставить 
в вычисление или его результат для исправления тех формул, 
которые были установлены только для острых углов и кото- 
рые, следуя ложному предположению, желают распростра- 
нить и на тупые углы. 

Точно так же никогда не может быть отрицательным 
5ес (2х -- а), ибо он совершенно тождественен с $ес а, отри- 
цательным же является — зес (2х | а), который надо непре- 
- менно подставить вместо ес (2* -|- а), чтобы исправить 
в результате вычисления сделанное первоначально ложное 
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предположение, рассматривающее формулы, непосредственно 
применимые только в первом квадранте, как применимые 
ко всем без различия точкам окружности. И нельзя сказать, 
что количество, поставленное взамен другого, будет ему 
равно, потому что это означало бы, что — зес (2 - а) равен 
5ес (2* | а) или что —1 равна 1, что совершенно нелепо. 

Точно так же, если назвать через у ординату кривой, то 
количество у вовсе не становится отрицательным при пере- 
ходе с одной из сторон оси абсцисс на другую: у всегда 
остается абсолютным количеством; отрицательным же яв- 
ляется лишь алгебраическое выражение — у, которое, дей- 
ствительно, нужно подставить вместо этого абсолютного 
количества у при переходе с одной стороны оси абсцисс 
на другую для того, чтобы исправигь то ложное предполо- 
жение, которое допускали, считая неподходящим образом 
уравнение кривой непосредственно применимым во всех 
четырех четвертях, между тем как на деле оно применимо 
только в первой. 

Следовательно, когда говорят, что те или другие коли- 
чества становятся отрицательными или мнимыми, то 
нужно рассматривать это выражение как сокращенное выра- 
жение того, что эти количества должны быть заменены в ре- 
зультате вычисления действительно отрицательными и мни- 
мыми алгебраическими выражениями для исправления того 
ложного предположения, которое было допущено при состав- 
лении уравнения, когда эти уравнения считали непосред- 
ственно применимыми в) всех случаях. Таким образом это 
только образный (НСНГ) оборот речи, впрочем, оборот очень 
полезный, потому что он дает возможность охватить по- 
средством одной формулы все отдельные случаи задачи, 
откладывая на самый конец все те изменения, которые 
может оказаться необходимым в ней произвести, для того 
чтобы исключить противоречия, полностью еще не уничто- 
женные произведенными в процессе вычисления преобразо- 
ваниями. 
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Кажется, можно было бы раз навсегда избежать и этого 
неподходящего способа выражения, придуманного, вероятно, 
для сокращения, и многословных описательных оборотов, 
которых требует развитие точной теории, называя соотно- 
сительным значением (уаеиг 4е соггеаНоп) какое-нибудь 
выражение, которое должно заменить абсолютное значение 
некоторого количества, для того чтобы исправить те фор- 
мулы, в которые оно входит, когда их хотят сделать не- 
посредственно применимыми к новому случаю, не содер- 
жавшемуся в этих первоначальных формулах. Так, напри- 
мер, если назвать прямой угол через т, то выражение 
— с0$ (21 — а) уже не будет значением косинуса угла, допол- 
нительного для а, или же значением соз а, когда а тупой 
угол‚,— выразиться так было бы нелепо,— а будет просто 
его. соотносительным значением, т. е. тем значением, 
которое надо действительно подставить вместо со$ а в фор- 
мулы, соответствующие первому квадранту, когда их хотят 
сделать непосредственно применимыми ко второму. Точно 
так же —у не будет истинным значением у, соответствую- 
щим левой части оси абсцисс, а только его соотноситель- 
ным значением, т. е. тем значением, которое надо действи- 
тельно вместо него подставить для того, чтобы уравнгние 
кривой, непосредственно применимое только в первой чет- 
верти, сделалось применимым и во второй, и в третьей 
четвертях. Тогда можно было бы говорить, не боясь впасть 
в ошибку, что соотносительное значение того или 
другого количества становится отрицательным или 
становится мнимым. 

Соотносительные значения количеств, принадлежащих ка- 
кому-нибудь одному состоянию системы, являются, таким 
образом, не чем иным, как алгебраическими функциями, 
которые должны быть подставлены вместо соответствующих 
абсолютных количеств первой системы в относящиеся к ней 
формулы для того, чтобы эти формулы стали непосредствен- 
но применимыми к новому состоянию той же самой системы. 
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Эти алгебраические функции могут быть положительными, 
отрицательными или мнимыми выражениями, смотря по 
тому, каким будет это новое состояние системы по отно- 
шению к первому или к первоначальной системе, т. е 
к системе, на которой были построены все рассуждения: 
это — те значения, которые удовлетворяют первоначальным 
уравнениям, когда их желают непосредственно применить 
к новому состоянию системы, или, что все равно, это те 
значения, которые получаются из первоначальных уравне- 
ний, когда их непосредственно применяют к этому новому 
состоянию. Так как эти два состояния различны, то может 
случиться, что эти значения будут отрицательными или даже 
мнимыми, но это отнюдь не будут истинные значения, это 
только соотносительчые значения; истинные значения яв- 
ляюгся абсолютными количествами, которые они собой 
выражают (гергёзетеп!); и согласно изложенной нами тео- 
рии эти истинные значения являются обратными (шуегзе$) 
по отношению к тем, которые им соответствуют в перво- 
начальной системе, если их соотносительные значения яв- 
ляются выражениями отрицательными. Мы можем это выра- 
зить, сказав, что если соотносительное значение какого- 
нибудь количества становится отрицательным, то его 
абсолютное значение становится обратным, и именно 
так надо понимать тот общеизвестный принцип, согласно 
которому отрицательныезначения следует брать всмысле, 
противоположном положительным значениям. Эти отри- 
цательные значения не что иное, как соотносительные зна- 
чения, а значения, которые надо брать в смысле, противо- 
положном положительным значениям, — это абсолютные 
количества, соответствующие этим соотносительным значе- 
ниям и, на самом целе, обратные по отношению к тому, 
чем они были в первоначальной системе. Таким образом 
можно ничего не изменять и даже буква вышеназванного 
принципа остается нетронутой. Мы здесь желаем только 
вскрыть присущий ему точный смысл и дать доказа- 
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тельство его посредством одних лишь математических 
рассуждений. 

Таким образом, когда, следуя принятому обычаю, говорят, 
что то или иное количество становится отрицательным, то 
это должно относиться к его соотносительному значению 
по отношению к тому или иному состоянию системы, а 
когда говорят, что тогда надо брать это количество в смысле 
противоположном тому, который приписывался ему в выра- 
жении условий задачи, то это, напротив, должно относиться 
только К его абсолютному значению, которому, действи- 
тельно, должно быть придано другое значение, чем перво- 
начально, так что, если при составлении уравнения ему 
придавали значение количества (1 — п), где предполагалось 
т> п, то в результате вычисления его нужно будег взять 
в виде обратного количества (п — т), где предполагается п >> т. 

Соотносительное отрицательное значение, таким образом, 
является не чем иным, как абсолютным значением, взятым 
вместе со знаком минус, и, следовательно, оно есть сложная 
алгебраическая форма, выражающая сразу и количество 
и действие, которое надо произвести над этим количеством, 
действие, которое было бы невыполнимым, если бы это выра- 
жение оставалось изолированным. Но все эти загадочные 
(16го1урЫдие$) формы исчезают после преобразований, 
и первоначальные формулы, которые сначала были непо- 
средственно применимы только к тому состоянию системы, 
на котором основывались рассуждения, становятся, благо- 
даря этим преобразованиям, непосредственно применимыми 
последовательно ко всем другим состояниям этой системы. 

19. Мне кажется, что эти рассуждения устраняют все 
трудности. Совершенно ничего ве изменяется в употреби- 
тельных поныне операциях (шагсНе); только доказывается, 
что мы имеем право их применять и что они всецело осно- 
ваны на чисто математических понятиях. Обыкновенно каж- 
дую задачу выражают посредством уравнений, рассматривая 
все те количества, на которых основывается рассуждение, 
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как абсолютные. Эти первоначально образованные уравнения 
рассматриваются как непосредственно применимые ко всем. 
тем состояниям, в которых система может последовательно 
находиться, и тольхо в самом конечном результате вычи- 
сления производятся изменения, необходимые в каждом 
частном случае. Когда, наконец, достигают этого резуль- 
тата и в нем оказываются невыполнимые операции, то от- 
сюда заключают, что вышли за пределы того первоначаль- 
ного состояния, к которому должны были относиться 
рассуждения, и тогда стараются установить новое состояние 
системы, к которому должны относиться найденные урав- 
нения, для чего в предположениях, на которых основыва- 
лось вычисление, производят изменения, требуемые пере- 
ходом от первого состояния системы ко второму. При этой 
операции, смутно намечаемой словами, что отрицательные 
величины следует понимать в смысле противоположном 
положительным величинам, приходится руководствоваться 
только навыком в вычислениях. Так поступают всегда со 
времен Декарта, и к таким же следствяям приводят уста- 
новленные нами принципы, устраняя или иеправляя, те. лож- 
ные понятия, на которые, повидимому, указывают обороты 
речи, употребляемые при обычном пользовании анализом.. 

20. Из всего предшествующего ясно, что анализ остли- 
чается от синтеза не тем, как это обыкновенно полагают,— 
будто по `ледний оперирует только известными количествами, 
между тем как анализ оперирует неизвестными количест- 
вами, как если бы они были известными, а тем, что анализ, 
действительно, оперируег отрицательзыми количествами, как 
если б» они были положительными, чего никогда не делает 
синтез, хотя он так же как анализ оперирует и неизвест- 
ными количествами. Именно это различие и дает анализу 
столь большое преимущество по сравнению с синтезом, ибо 
он объединяет в одкой общей формуле все те случаи, для 
которых в синтезе необходимо множество исследований и 
частных формул, ибо последний пользуется для сравнения 
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всегда лишь истинными количествами, сравчивая их всегда 
либо непосредственно, либо через посредство таких же, как 
и они, действительных количеств. Анализ, наоборот, часто 
принимает в качестве мерила сравчения истинных количеств 
разные фиктивные (1штаспа!ез) понятия, чисто алгебраи- 
ческие формы; но эти алгебраические формы всегда заклю- 
чают в себе некоторый момент (1псе), который служит 
для их исключения посредством различных преобразований, 
имеющих целью освобождение от них результатов вычис- 
ления и приводящих последние к явным (ехрПсЁйе$) формам, 
без чего вычисление оставалось бы незавершенным и бес- 
полезным. 

Нельзя ие заметить, как мы уже сказали в начале этого 
примечания, значительного сходства между этими приемами 
и приемами анализа бесконечно малых. Последний достигает 
своей цели посредством компенсирующихся ошибок, а пер- 
вый — посредством исправляющях друг друга противоре- 
чивых гипотез. В анализе бесконечно малых бесконечно 
малые количества суть только вспомогательные количества, 
которые необходимо исключить для получения искомых ре- 
зультатов; в алгебре изолированные отрицательные и мнимые 
количества также употребляются только как вспомогательные 
средства и как орудия, которые оказываются совершенно 
лишними для ужз сосруженного здания 
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Тагаге №с0]аз Магоцеге Сагпо! родился 13 мая 1753 г. 
в семье адвоката и нотариуса. После окончания в 1773 г. 
военно-инженерной школы в Мезьере он служил в чине 
поручика, а затем капитана в Военно-инженерном королев- 
ском корпусе. Когда вспыхнула Великая французская ре- 
волюция; Карно, и ранее являвшийся противником старого 
режима, тотчас же примкнул к ней и стал ее активнейшим 
участником. Ранее многих он между прочим пропаганди- 
ровал республику. Избранный в Законодательное собрание, 
а затем в Конвент, он отдал свои силы организации обороны 
страны от соединенных сил контрреволюционной коалиции. 
Огромные успехи республиканской армии, в большой мере 
связанные с его деятельностью, заслужили ему прозвище 
«организатора победы». Он действительно реорганизовал 
армию на новых началах, добился правильной постановки 
ее снаряжения и вооружения, поставил на командные посты 
преданных революцил и талантливых людей, внедряя прин- 
ципы новой победонасной тактики и стратегии. В этот 
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период Карно входил в знаменитый Комитет общественного 
спасения и стоял в рядах якобинцев. После падения в Тер- 
мидоре Робеспьера Карно, растерянный, как и многие дру- 
гие, старался отгородигься от политики, проводившейся 
якобинцами. Благодаря «осторожному» поведению и его 
имени ему удается в 1795 г. войти в Совет Старейшин, а 
затем и Директории, в которой он вновь выбирает себе 
руководство военным управлением и, в частности, руко- 
водит Итальянской кампанией Наполеона. Столкновения 
с большинством директоров заканчивается, после перево- 
рота 18 фрюктидора 1797 г., бегством Карно в Швейцарию, 
а затем в Германию. Провозгласив консулат, Наполеон 
в 1799 г. призывает Карно вновь во Францию. Недолго про- 
быв военным министром, он вскоре входит в Сенат и Три- 
бунат. 1804 г. знаменуется его яркой речью против наслед- 
ственного единодержавия; после этого он надолго отходит 
от политической жизни. Возвращается он к ней лишь 
В 1814 г., когда становится во главе защиты Антверпена. 
В период 100 дней Наполеон поручает ему министерство 
внутренних дел. Вторичная реставрация Бурбонов влечет 
за собой изгнание Карно, продолжающееся до самой его 
смерти. Он скончался в Магдебурге 2 августа 1823-г. 
Наиболее интересными научными сочинениями Карно 
являются настоящая книга и работы по геометрии. «С бо- 
шеше 4е розШоп» Карно оказала значительное влияние на 
последующее разватие геометрии своим отказом от пре- 
имущественно-аналитического рассмотрения проблем. Она 
явилась первой провозвестницей вскрывшейся вскоре прин- 
ципиальной противоположности между аналитической и 
синтетической геометрией. Основным содержанием ее слу- 
жит исследование той согласованности в изменении распо- 
ложения частей фигуры на плоскости и в знаках членов ее 
уравнений, благодаря которой становится излишним различать 
разные случаи этого расположения. В «Е{4ез зиг 1а Нёоце. 
4е$ Напъуегза!ез» Карно дает ряд теорем (проэктивной) гео- 
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метрии, в частности известную под его именем теорему. 
За научные заслуги в 1795 г. Карно был избран членом 
новообразованного тогда Института (соответствующего 
Академии наук). 

Карно является также автором ряда книг по военным вопро- 
сам, политических трактатов, беллетристических сочинений, 

1 Ср. «закон непрерывности» Лейбница, сформулирован- 
ный на стр. 15—16 настоящего издания. 

2 Карно пользуется еще старым обозначением пропорции, 
ведущим начало от В. Оутреда (\. Оирпиеч, 1574—1660). 
Знак :: заменяет знак равенства. 

3 Вместо у2 Карно, как все математики ХУП и ХУШ вв.., 
пишет уу. Эта запись сохраняется еще у Гаусса. 

8 Здесь и в дальнейшем числа в круглых скобхах обозна- 
чают ссылки на соответствующие параграфы «Размышлений». 

$ Слово шИпИётаез обнимает у Карно и бесконечно 
малые и бесконечно большие. Как правило, этот термин 
переводится словом неконечные; иногда, когда позволяет 
смысл, — словом бесконечно малые. 

6 Лейбниц первый опубликовал правила нового исчисле- 
ния, к которым пришел независимо от Ньютона, но постед- 
ний разработал свою теорию флюксий ранее, чем Лейбниц 
диференциальное исчисление. 

7 ТЬвоце 4ез {опс#оп$ апа!уНдиез еёс., Райз 1797. 

8 [подисНо 1 апаузт шНойогиш, 1748. 

9 Доказать это нетрудно, представив себе производящий 
круг, проходящий через точку т и касающийся основания 
в точке А (на фиг. 2 они отсутствуют). Тогда 


тр = КЕ= АР— АК=АЕ—тК-= 
— — = <. > 
= ЕрЕ — тК = ЕрЕ — рЁЕ = Ер. 


10 Строго говоря, это разложение в бесконечный ряд по 
формуле бинома возможно лишь при |8 | < 1; дальнейшие 
рассуждения поэтому обоснованы неточно. 


316 ПРИМЕЧАНИЯ РЕДАКТОРА 


1 Карно здесь не касается снова вопроса о сходимости 
данного бесконечного ряда. 


а у Карно в оригинале стоит И. 
13 Эпуегзи$ а =1 — соз а, 
и Вместо современвой записи со5? х у Карно стоит с0$ х2. 


Аналогичные записи для высших степеней зпхи со$х 
имеются и далее. 


15 Эти кривые представляют собой обобщения кругов, 
уравнения которых отнесены к концу диаметра у2=— 
—=х(а—х) и называются кругами высших порядков. 

16 Параметр параболы у Карно есть хорда, проходящая 
через фокус перпендикулярно к оси; в настоящее время 
параметром параболы называют половину этой хорды. 

11 Подразумгваются суммы или разности рассматривче- 
мых выражений. 

18 В оригинале стоит 42 31 27. 


1 
19 В оригинале стоит У = *. 


20 «Метод нахождения кривых линий, обладающих свой- 
ствами максимума или минимума», 1744. Имеется русский 
перевод Я. М. Боровского под ред. Н. С. Кошлякова, М. 1934. 

21 Карно имеет здесь в виду то обстоятельство, что вхо- 
дящая под знаком интеграла функция неизвестна и инте- 


грал пока только написан в общем виде (например \ у ах). 


Поскольку в подинтегральном выражении стоят различные 
переменные у и х, а выражение у через х неизвестно, 
проинтегрировать У 4х нельзя. 

28 Термин зметод исчерпывания» был введен в ХУП в. 

23 Теперь известно, что в эвристических целях древние 
греки даже в александрийскую эпоху пользовались инфи- 
нитезимальными приемами, подтверждая затем правильность 
полученных результатов посредством метода исчерпывания. 
См. Г. Г. Цейтен, История математики в древности и в 
средние века, перевод П. С. Юшкевича, М. 1932, стр. 130—131. 
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21 Карно передает развитие идей Ньютона не точно. 

25 Сеотеа шШагмзИНЬиз сопИпиогат поуа диодат 
гаНопе рготофа, 1635. Русский перевод готовится к печати. 

26 Хотя Кавальери и дал основания для подобного пони- 
мания его идей, он все же сам указывал, что, например, 
не составляет площади из хорд, но что площади фигур от- 
носятся как суммы всего бесконечного множества прове- 
денных в них параллельных хорд. Развитие этих идей 
в полемическом порядке Кавальери дает в «ЕхегсИаНопез 
сеоте{Исае зех», 1647. («Шесть геометрических упражне- 
ний»). См. Г. Г. Цейтен, История математики в ХУ] и 
ХУП вв., перевод П. Новикова под ред. М. Выгодского, 
М. 1933, стр. 248—250. 

21 Легко заметить невыдержанность доказательства. Н, вы- 
сота пирамиды, принимается за бесконечную величину. 

28 Карно забывает указать на исключение в случае т — |, 

—=—.|. 

22 Метод неопределенных коэфициентов был применен 
Декартом во второй книге «Овботёе» (1637) при опреде- 
лении нормалей к алгебраическим кривым. Более шиуоко 
воспользовались этим приемом при нахождении коэфициен- 
тов рядюв Ньютон, Лейбниц и др. 

30 [п54КиНопез са1си! Ч1егепНаНз, 1755. 

34 Упоминаемые здесь сочинения Лагранжа: «Г.есоп$ 5иг 
]е са!си! 4ез ТопсНопз» 1801, «М6сатаие апа!у#дие», 1788. 
Вариационному исчислению Лагранж посвятил ряд мемуаров. 

32 Основное сочинение Ландена «А. О15соитзе Сопсегиия 
Вез!9иа1 Апа]уз15: А пе\ Вгапсп оЁ Ве А!ееЪга!с Апь, 1758. 


ЛИТЕРАТУРНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 
Сочинения ЛАЗАРЯ КАРНО 


1. Езса! зиг 1ез шасШпез еп фёпбга!, раг ип ОН/<ег аи 
Оёше, Ойоп 1783 (Опыт о машинах вообще, некоего офи- 
цера инженерных войск, Дижон 1783). 


Это издание вышло анонимно. Другое издание (с именем 
автора на титульном листе) вышло в 1786 г. 


2. Е обе 4е М. 1е тагёсва! 4е УаицБап, раг М. Сагпо 
сарЦате аи согрз гоуа! аи @6ще, ОЦоп ‹&{ Райз 1784 (По- 
хвальное слово маршалу Вобану, г. Карно, капитана коро- 
левского инженерного корпуса, Дижон и Париж 1784). 


Другое издание этой работы, выпущенное в 1786 г. маркизом 
Монталамбером, носит таксе заглавие: В1оре 4е $6ь-5Неп 1е 
Ргезфге, сНеуаЙег, зе]спеиг 4е Уаифап ек., оцугаве евйсШ 4‘оЪ- 
зегуа4Чоп$ раг цп атаеиг. 


8. ОБзегуаНопз зиг 1а 1е {ге 4е М. Спо4еоз Че Г.ас1оз, А 
ММ. де ГРАсадёпие йапсатзе, сопсегпап( «26 ре 4е УаиЪап», 
раг М. Сагпо, Агаз её Раг1з 1786 (Замечания, доложенные 
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г. Карно членам Французской академии о письме г. Шодерло 
де-Лакло, касающемся «Похвалы Вобану», Аррас и Париж 
1786.) 


4. Мётойе ргёзеп{6 аи СопзеЙ 4е 1а Сиеме, аи 5и]е{ 4ез 
р!асез$ 10`ез 41 доуещ ё&ме аётоНез ои аБап4оппёез ауес 
ехашеп 4е сейе диезНоп: Е${-| ауащарзеих аи Ко! 4е Ргапсе, 
Чу? у ай 4ез расез ГоЦез зиг 1е5 ПопЧегез Че зез Еаб, 
раг М. Сагпо{, Рагз 1789 (Мемуар г. Карно, представленный 
в Военный совет по поводу крепостей, которые должны быть 
либо разрушены, либо оставлены, с разбором следующего 
вопроса: выгодно ли королю Франции, чтобы на границах 
его владений находились крепости; Париж 1789). 


Второе издание этой работы вышло в Гамбурге в 1799 г. 


5. Кв атаНоп а4геззёе А РАззетёе паНопа!е сопцге 1е 
гёрите орргез! зоиз 1едие! ез{ гоиуегив [е согрз гоуа! ди 
Сбще, еп се 4’ $’оррозе А ргозтёз 4е Гагё её аи Шен 
Чи’Й зега{ роз Ше 4е файе, раг М. Сагпо& сарНаше 4апз се 
согрз, Райз 1789 (Заявление, апресованное в Национальное 
собрание против притеснительного режима, царящего в ко- 
ролевском инженерном корпусе и противоречащего про- 
грессу в искусстве и благополучию, которые возможны 
были бы в других условиях, г. Карно, капитана корпуса, 
Париж 1789). 


6. Рго]её Че гезаигаНоп 4е Нпапсез апса{$, раг М. Сагпо 
сарйаше 4е согрз гоуа! аи Сёще, 1789 (Проект восстановле- 
ния французских финансов, капитана королевского инже- 
нерного корпуса г. Карно, 1789). 


7. Сагпо{ Рашё, аёрщеё ди Раз-4е-Са]а1$, а зез соПёсиез 
(аи зщеё 4ез ВазИШез), 5 дап\ег ап [У 4е Па ШЪеиё !гап- 
са1зе, Раз 1/92 (Карно старший, депугат Па-де-Кале, — 
своим коллегам (ло поводу Бастилий), 5 января 1У г. фран- 
цузской свободы, Париж 1792). 


8. ЕИз де Уепиз, раг М. Сагп ***, Райз 1792 (Сын Венеры, 
г-на Карн ***, Париж 1792). 


9. Каррой зиг 1ез гёрагаНопз её шЧетдиёз ацез а 1а шё- 
топе е аих ТашШез 4е ОШоп её Вег4Во]1$; раг Г..-М.-М. 
Сагпоф 9 лип 1792 (Доклад об удовлетворении и вознаграж- 
дении емей Диллона и Бертуа, Л.-Н.-М. Карно, 9 июня 

Г.). 
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10. Овсте{ 4е РАззетЫ6е паНопайе зиг ипе {абисаНоп 4е 
р14иез, ргёсвав Чи гаррог 4е Сагпоф, 1-ег аой{ 1792 (Декрет 
Национального собрания об изготовлении пик с приложе- 
нием доклада Карно, 1 августа 1792 г.). 


ПП. Варрог {ай а 1а Сопуеп4оп паНопа!е раг 5е$ сошийз- 
за1гез: Сагпоф Сатаи её Гатагдие, епуоуё$ раг еЙе аих 
топНёгез 4ез Ругепбез, ргёзеё а 1а СопуепНоп 1е 12 ]дап- 
\ег 1793 (Доклад, сделанный Национальному конвенту его 
комиссарами Карно, Гарро и Ламарком, командированными 
им на травицы Пиренеев; представлен Конвенту 12 января 
1 Г.). 


12. Каррог# зиг 1а |еубе Фапе 165оп роиг Гагтёе 4ез 
Ругепёез, ргёзеп аи пот аи Сошйё 4е ЯФепзе рёпега!е; 
раг Г..-М.-М. Сагпо{, 29 ]фап\ег 1793 (Доклад Л.-Н.-М. Карно 
о формировании легиона для Пиренейской армии, пред- 
ставленный на имя Комитета общественной обороны, 
29 января 1793 г.). 


13. Варрог{ зиг 1а гвиШоп, аи 4егМюйе 4е 1а КёриЪЙаие, 
де р!иеиг$ епфауез е{ рауз с1тсопуо]$11$, ргёзеё аи пот 
4и СотЕё ФрюшщтаНадие; раг Сагпоф 14 16уйег 1793 (Доклад 
Карно о присоединении к территории республики несколь- 
ких вдающихся в нее и окружающих ее пограниччых 
стран, представленный на имя дипломатического комитета, 
14 февраля 1793 г.). 


14. ОвсагаНоп 4ез гой; ди сЦйоуеп, ргорозёе раг Сагпо{ 
10 шагз 1793 (Декларация прав гражданина, предложенная 
Карно, 10 марта 1798 г.). 


15. Варрогё г 1а тапуасние ех{гаог1{пате Ффагтез &{аЪШе 
а Раг!$, {а аи пош 4и СошИйё 4е за рибЦс; раг Сагпоф, 
3 поуетшьге 1793 (Доклад Карно об ударном производстве 
оружия, ведущемся в Париже, представленный на имя 
Комитета общественного спасения, 3 ноября 1193 г.). 


16. Рго]е{ 4е @бсгей зиг 1а гбдий оп 4ез агтез 4е гиегге, 
раг Сагпоф, 16 ЯёсетЪге 1793 (Проект декрета о реквизиции 
военного оружия, предложенный Карно, 16 декабря 1793 г.). 


17. Варрог{ зиг Та зирргезз1оп 4и Сопзе] ехёсиНЁР её зоп 
тетр/асетеп{ раг 4ез Сотииз$юпз рагсигез, ргёзеп6 аи 
пот 4и СотШё Че зав рибс, раг Сагофъ 1 ау 1794, 
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(Доклад Карно о ликвидации Исполнительного комитета и 
замене его особыми комиссиями, представленный на имя 
Комитета общественного спасения, 1 апреля 1794 г.). 


18. Кёропзе аи ргё$Чег 4е 1а Сопуепйоп (Сагпо®), а 
Аатеззе 4ез Ласо плз 4е Рамз, 16 ша! 1794 (Ответ прези- 
дента Конвента (Карно) парижским якобинцам, 16 мая 1794 г.). 


19, ВаррогЁ зиг 1а герг!зе 4ез диаше р1асез де 1а НопЧёге 
4и пог4, раг Сагпоф, 22 зеретые 1794 (Доклад Карно 
об отбитии у противника четырех пунктов на северной 
границе, 22 сентября 1794 г.) 


20. Сотшр{е геп4и, еп ехёсиН#оп Чи @ёсгеё ди 21 шуозе 
ап Ш, раг Сагпоф, гергёзещап{ 4и реир!е, 4е зез 4ёрепзез 
Чапз 1ез Ч1уУегзез 111551003 а’ а гетрИез, Райз, 21 р1ау16зе, 
ап Ш (9 ЕёуЧег 1795) [Представленный во исполнение 
декрета от 21 нивоза Ш г. отчет народного представи- 
теля Карно в расходах, произведенных им при выполнении 
различных возложенных на него поручений, Париж 
21 плювиоза Ш г. (3 февраля 1795 г.)]. 


21. Сатрарпе 4ез Егапса1з Чери!з 1е 22 нисНЧог 4е Гап 
Г (8 зеретьте 1793) ]азаи’аи 15 р№\уб5е ап Ш, ргёсваё 
и таррогё 4е Сагпо+, 4 шагз 1795 (Французская кампания 
с 22 фрюктидора Г года [8 сентября 1793 г.] по 15 плювиоза 
Ш г. с приложением доклада Карно, 4 марта 1795 г.). 


Немецкий перевод этой книги издан в 1796 г. 


22. Ор!1оп 4е Сагпо\, гергёзеапё Чи реире, зиг Рас^и- 
заноп рогёе сопме ВШаич-Уагеппез, СоПо{ а4’НегЬо1$, Ваг- 
т6ее её УаЧ!ег, раг 1а Сотии5$1юп 4ез Упе НО, бега! 
ап Ш (1795) [Мнение вародног> представителя Карно по 
поводу обвинения, предъявленного «комиссией двадцати 
одного» Билльо-Варенну, Колло д’Эрбуа, Барреру и Вадье, 
Жерминаль Ш г. (17%5)]. 


23. 01зсоцгз ргопопсё раг [е ргё$14ет{ аи Опесю!ге (Сагпо{) 
а |а Г&{е 4е 1а Весоппа1ззапсе её 4ез У1сюез. |е 10 рга!а1 
ап ТУ (Магз 1796) [Речь президента Директории (Карно), 
произнесенная им на праздчике Признательности и Побед 
19 прериаля [У г. (март 1796 г.)]. 


24. 015соигз ргопопсё раг сйоуеп Сагпоф тешЬге ди Ойес- 
топе, а |а 1Ше 4е [а ШМЬемё, 1е 9 Шетииаог ап 1У (Речь, 
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произнесенная гражданином Карно, членом Директории, 
на праздзике Свободы 9 термидора [ГУ г.). 


25. КЕНех1опз зиг 1{а шаарнузщаие 4и сасиг шЯпИ6ята|, 
раг сцоуеп Сагпо, тшешьге ди Оиесюйе, Рагз 1796 (Раз- 
мышления о метафизике исчисления бесконечно малых; 
гражданина Карно, члена Директории, Париж 1796). 


В 1797 г. эта работа была напечатана вновь в книге «Оецугез 
та #6таНаиез 4е Сагпоф (30). В 1813 г. она появилась отдельно 
в значительно дополненном но сравненню с первым изданием 
виде. 4-е французское издание этой работы вышло в 1816 г., 
последнее в 1920 г. Книга переведена на ряд европейских языков. 
В 1800 г. «ВЕЙех!01$> были выпущены во Франкфурте-на-Майне 
на немецком языке (в переводе Фр. Гауффа), ав 1801 г.—в Лон- 
доне на английском языке (в переводе Вильяма Диксона), а в 
1803 г.—в Павии на итальянском (в переводе Магистрини). С тех 
пор книга выдержала ряд изданий в Англии и в Германии. 

Русский перевод этой работы появился впервые в начале 
прошлого столетия, а в 1933 г. она издана в новом переводе 
Гостехтеоретиздатом. Настоящее русское издание является, 
таким образом, третьим по счету. 


26. В13соиг$ ргопопсё а 1а Ее соштётогаНуе аи 14 иШе, 
1е 26 шезз!4ог ап У (Речь в память 14 июля, произнесенная 
26 мессидора У г.). 


27. О1$соигз ргопопсё а 1а {е соттётогаНуе 4и 10 аойё. 
23 шегимАог ап У (Речь в память 10 августа, — 23 терми- 
дора У г.). 


28. Ртепиег фа Шеаи 4ез сатраспез 4ез Егапсай$ Чери 1е 
8 зерет ге 1793 ]из4и’аи 15 ри\16зе ад 1, раг сШоуеп 
Сагпоф РаЦз ап У (Первое описание французских походов 
с 8 сентября 1793 г. по 15 плювиоза Ш г. гражданина Карно, 
Париж год У). 


‹ 29. Зесопа +аеаи 4ез сатраспез 4ез Егапса1$ 4и 15 рш- 

У105е ап Ш ац 1 уеп\05е ап У, раг сйоуеп Сагпо\, РаЦ$ 
ап \У (Второе описаниз французских походов с 15 плю- 
виоза Ш г. по 1 вантоза У г. гражданина Карно, Париж 
год У). 


30. Оецугез ша @ётаНаиез 4е Сагпо\, шешые аи Онес- 
{о1ге ехесиЁ 4е 1а КёрььИдие Егапса415е её ‘4е Газни па- 
Чопа|, апФеп сарИйяше аи согрз :оуа1 ди @аёще, Ве 1797 
(Математические труды Карно, члена Исполнительной ди- 
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ректории и национального института, бывшего капитана 
королевского инженерного корпуса, Базель 1797). 


Сюда вошли «Е$5а{ зиг 1ез шасН]пез еп 86п6га!» (1) и «ВЕНе 
х1оп$ зиг 1а ш@арпуз1аие Чи са1си1 1айпИ6та1> (25). 


31. Вёропзе 4е Г..-М.-М. Сагпоф сйоуеп Напса!$, Рип 4ез 
юпда{еиг$ 4е 1а КёриьН!аие её шешьге сопзивоппе! аи 
Онесйе ехёсиН аи гаррогё {фай зиг 1а сошигацоп аи 
18 НисН@ог аи Сопзей 4е с1п9-сеп{$, раг Х.-Св. ВаШеч, аи 
пот Фипе Соти $ 1оп зрёсае, 8 Погёа! ап УГ ае 1а Квриб!аие 
(1798) [Ответ французского гражданина ХЛ.-Н.-М. Карно, одно- 
го из создателей республики и члена Исполнительной Ди- 
рэктории, на доклад, сделанный Ж.-Ш. Байолем Совету Пяти- 
сот по поводу заговора 18 фрюктидора, адресованный на имя 
специальной комиссии, 8 флореаля УГ г. Республики (1798)}]. 


Немецкий перевод этой работы вышел в Нюрнберте в 1799 г., 
английский перевод — в Лондоне в 1799 г. 


32. Те те 4и сЦоуеп Сагпо\, аи сНоуеп Воззщ, сошепаг 
Чез уцез поиуеПез зиг 1а ТИоопотёше, 30 ЯисИ4ог ап УШ 
(Ра! 1800) [Письмо гражданина Карно гражданияу Боссю, 
содержащее новые воззрения на тригонометрию, 30 фрюх- 
тидора УШ г. (Париж 1800}]. 


33. Ое 1а Согг&аНоп 4ез Ноигез де сбошЕШе, раг Сагпо\ф, 
тешбге 4е РГазНи паНопа1,.Ран$ 1801 (О соотношечии 
геометраческих фигур, члена Национального института 
Карно, Париж 1801). 


Немецкий перевод этой работы, выполненный К-Ф. Шеллингом, 
вышел в Дрездене в 1801 г. 


34. Овбошёе 4е роу\Ноп а Ризасе 4е сеих 44 зе 4езИп- 
еп{ а шезигег [ез {егташз, раг М. Сагпоь Райз 1803 
(Геометрия положения для тех, кто готовится к измерезию 
земель, г-на Карно, Париж 18.3). 


На немецком языке эта работа появилась в двух переводах, 
В 1804 г. в Маннгейме в переводе Гайлигеншгейна и в 1810 г. 
в Альтоне в переводе Шумахера. 


35. Рипрез юп4атещацх 4е ГедиШЬте её аи шоиуетег4, 
раг сНоуеп Сагпо!, Райз 1803 (Основные принципы равно- 
весия и движения, гражданина Карно, Париж 184.3). 


Немецкий перевод этой рабеты, выполненный Вейссом, вышел 
в Лейпциге в 1805 г, 
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36. 01$соиг$ ргопопсё раг |е сйоуеп Сагпо{ зиг 1а тоНоп 
гааЦуе аи ропуегетепи пёг6АЦа!ге [11 Ногва!е ап ХИ] (1804) 
[Речь, произнесенная гражданином Карно по поводу внесен- 
ного предложения об установлении наследственной власти 
(11 флореаля ХИ г.) (1804)]. 


Книга выдержала несколько изданий. 


87. Мешопе зиг 1а гааНоп 41 ех!${е епёге 1е3 41{апсез 
гезресИуез 4е сш рой диесопаиез рИ$ 4апз Гезрасе, 
ШУТ Фип езза!1 зиг 1а \!воце 4ез иапзуегза!ез, раг Г..- М -М. 
Сагпоф Раз 1806 (Мемуар о соотношении между взаим- 
ными расстояниями любых пяти взятых в пространстве точек, 
с добавлениями этюда о теории трансверсалей, Л.-Н.-М. 
Карно, Париж 1806). 


38. Ое 1а абепзе 4ез р1асез {о{ез, оцугасе сотшрозё раг 
ог4г 4е за Ма]=3{е Ипрёнайе е{ гоуае роиг 14пгасНоп 4ез 
&1уез Чи согрз аи Ч&ще, раг М. Сагпо!, апфеп осег 4е 
се согрз, шетбге 4е РзНи{ 4е Егапсе её 4е 1а Г6оп 
4’Поппеиг, Рай 1810 (Об обороне крепостей. Труд, соста- 
вленный по заданию его императорского и королевского 
величества для воспитанников инженерного корпуса г-ном 
Карно, бывшим офицером помянутого корпуса и бывшим 
военным министром, члечом Французского института и. 
кавалером Ордена почетного легиона, Париж 1810). 


Издание состоит из трех томов. Второе издание этой работы 
вышло в 1811 г., третье — в 1812 г. 


39. Ое 1а За 4ез согрз НоНаш. Варрог 4е М. Саг- 
по!, 1аЦ а 1а ргепиёге с1,5$. ае ГРГазёии, зиг ия т тоне 
4е М. СН. Рирт, Раз 1814 (Об устойчивости плавающих 
тел. Доклад, сделанный г-ном Карно первому классу ин- 
ститута по поводу мемуара г. Ш. Дюпена, Париж 1814). 


40. Мётомте агеззё а 5. М. 10$ ХУШ, го 4е Егапсе, 
раг М. Сагпоф, Ненпапе-сепёга|, свеуаНег 4е ГОгаге гоуа1 
её шИаше 4е $4. 1015, шешьые 4е 1: 16°1оп @4’Нопгеиг, 
4е РГазиай 4е Гтапсе, е!с., ВгахеЦез (Мемуар г-на Карно, 
генерал-лейтенанга, кавалера королевского и военного ор- 
дена св. Лодовиха, Ордена почетного легиона, члена фран- 
цузского института и т. д., адресованный его величеству 
Людовиху ХУШ, Брюссель), 
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41. Ехрозё 4е 1а зЦиаНоп 4е ГЕтрие, ргёзеп6 а 1а СвашЬьге 
4ез РаЦз, раг 1е шиизие 4е 1п6щеиг, Раг1$ 1815 (Отчет ми- 
нистра внутренних дел о положении империи. Париж 1815). 


42. Кесие! 4е роёз!ез уегзез, раг оёпёга|1 Сагпо{, Раз 
1820 (Сборник стихотворений генерала Карно, Париж 1820). 


43. оп ОщепоНе, роёте Нёго1-соп!цие еп $х сПап, раг 
Г.-№.-М. Сагпоф, Ра!1$ её Тариф 1821 (Дон-Кихот, поэма 
герои-комическая в шести песнях, написанная Л.-Н.-М. 
Карно, Париж и Лейпциг 1821). 


44. Те]6тадие 4апз [112 ае С;урзо, роёше раг М-ште 1а 
сопеззе 4е Ве|]2, ВегИп 1822 (Телемак на острове Калипсо, 
поэма графини Бельц, Берлин 1922). 


45. Мётойе зиг 1а югИсаНоп рипИНуе, роиг зегуш 4е 
зиЙе аи «Тта!№ё 4е 1а а&епзе @4ез р1асез ТюоЦез», раг 
Г. -М.-М. Сагпо, Райз 1823 (Мемуар о простейшем укреп- 
лении, служащий продолжением «Трактата об обороне кре- 
постей» Л.-Н.-М. Карно, Париж 1823). 


ПЕРЕПИСКА ЛАЗАРЯ КАРНо 


46. Соггезроп4апсе 4е Маро!6оп Вопараце ауес 1е сопце 
Сагпоф пе 4е Гииеиг, ренфапи 1ез сепё ]оиг$, Раг$ 
1819 (Переписка Наполеона Бонапарта с графом Карно, 
митром внутренних дел, в период «ста дней», Париж 


47. Соггезроп4апсе зибаЦе 4е Сагпо{ ау с Маро!воп реп- 
Фапё 1е$ сеп{ ]оигз, Райз 1819 (Неизданная переписка Карно 
с Наполеоном в период «ста дней», Париж 1819). 

48. Сомезроп4апсе 4е оёпёга1 4е Сагпо* (3 тома) (Переписка 
генерала Карно). 


СОЧИНЕНИЯ, ПРИПИСЫВАВМЫЕ ЛАЗАРЮ КАРНО 
49. бесойф шёштоне 4е Сагпоь Нашфоцгя 1799 (Второй 
мемуар Карно, Гамбург 1799). 


50. К:сие!] 4е 1етез 4г 4еих ая, Раз ап [Х (9 томов) 
(Сборник писем двух любовников; Париж год [Х). 
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Документы, отНносящивкСЯ К ДЕЯТЕЛЬНОСТИ 
ЛАЗАРЯ Карно 


51. Ргосёз-уегафих 4е [АззешЬ6е 165131аНуе (Прогоколы 
Законодательного собрания). 


52. Ргосё5-уегБаих 4е 1а СопуепНоп (Протоколы Конвента). 


59. Ргосёз-уег!Баих 4и ОПшесюйе ехёсий (Протоколы Ис- 
полнительной директории). 


54. Ргосёз-уефаих 4и ТиБипай (Протоколы Трибуната). 


ПАМФЛЕТЫ СОВРЕМЕННИКОВ ВА ЛАЗАРЯ КАРНО 


55. Ое 1а Фугапше 4> Сагдоф Райз ап УГ (О тирании 
Карно. Париж год У|). 


56. Рё{а зиг 1а шогё Назаие 4е Сагпо, ди х’езё гв 
1а сегуеПе, Раг!5 ап У1 (Подробности трагической смерти Карно, 
всадившего себе пулю в лоб, Париж год У\1. 


ОБЩИЕ РАБОТЫ © ЖИЗНИ И дЕЯТЕЛЬНОСТИ ЛАЗАРЯ КАРНО 


57. Атасо О.-Е., Всотарые 4е Гагаге-№со]а -Магоцеге 
Сагиоф, Райз 1850 (Араго Д.-Ф., Биография Лазаря-Николая- 
Маргерита Карно, Париж 1859). 

Очерк переведен на раззичные еврогейские языки, в том числе 
на русский (см. Ф. Араго, Биографии знаменитых астроно- 
мов, физи‹ов и геометров. Перевод Д. Пе»евощикова, т, [, 
СПБ 1859), 

58. Вагоп 4е В“** (Сцаг[ез О)ог!$), Уе риуве, 
рой#чаие е{ тогае де Гагаге-М№с0113-Магоиег ие Сагпоф ех- 
Нещепат-сёпёга], ех-шиизите, ес. е`.. Райз 1816. [›зарон 
де Б*** (Шарль Дори). — Частная, политическая и 
духовная жизнь Лазаря-Николая-Маргерита Карно, быв. 
генерал-лейтенанта, быв. министра и т. д., и т. д., Париж 
1810 г.]. 

29. Воппа! М., Сагпо{ 4’аргёз 1ез агсШуез паНопа]ез, 
[е Дёрб! 4е 1а сиегге еф 1е$: звапсез 4е 1а СопуепЧоп, Рагиз 
1888. (Бонналь, М., Карно по документам националь- 
ного а›хива, военным материалам и протоколам заседаний 
Конвента, Париж 1888). 
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60. Ви: 4еаи А., Опе Раш.Пе 4ез раё1оез, Рамз 1888 
(Ь юрдо А., Семья патриотов, Париж 1888). 


61. [Сагпоф Н.] Мётойтез зиг [.. Сагпо`, раг зоп Я. 
1/53 —1823, Райз 1861—1863 (2 тома) (Карно, Ипнп., Вос- 
поминания о Л. Карно его сына, 1753—1823, Париж 


1851-«1863). 


2-е издание 1833, 3-е издание 1907 г. 


62. СпПагауау Е еппе, Сагпой (Г.ахаге-М№Мсо1аз- Маг- 
виегЦе). Статья в «Га отапае Епсус1орё1е», пуещайе га!- 
зоппё 4ез з4епсез, 4ез 1егез е{ 4е$ аз, раг ипе зос16{6 
е зауап{$ её 4е фепз$ а |еНгез, зоиз 1а ЧпесНоп 4е Вен- 
Не!о{ ес., 1юше пеиуёше, рр. 474—479) (Шаравей, 
Этьенн, Карно, Лазарь-Николай-Маргерит, Статья в 
«Большой энциклопедии»). 

65. ераззе Н., Сагпоф, Райз 1883 (Дэпасс, Карно, 
Париж 1883). 


64. Дерюжинский В., Карно (Лазарь-Николай-Мар- 
герит) (Статья в- Энциклопедическом словаре Ф. Брокгауза 
и И. Ефрона, т. 14, стр. 564—565). 

65. Отеу{оиз, Маиг{се, 1.е$ 1101$ Сагпо+, Райз 1888, 
(Дрейфус, Морис, Трое Карно, Париж 1888). 

66. Р1пК К., Гараге-№со1аз-Магоцегие Сагпоф, зе т ГеБеп 
цп@ зепе \Уе!гКе, ТаБпоеп 1894 (Финк К., Лазарь Карно, 
его жизнь и сочинения, Тюбинген 1894). 


67. Неппе{ Гёоп, Т.агате Сагаоф, Рагз 1888 (Генне 
Леон, Лазарь Карно, Париж 1888). 


68. НиБЪага @., Чпе {ашШе тёрибНсапе, 1ез Сагпоф, 
РаЦ; 1888 (Гюббар, Республиканская семья Карно, Париж 


1888) 

69. Ког4е С, ПРаз Гереи Г.-М.-М. Сагпоф, аиз еп Без- 
{еп редгисКеп, зоме аиз п. пазсеНсвеп МасписШеп даг- 
сееш. МИ ешпет АпБапе, ешфаИеп@ 41 победгасвеп 
Рое4еп Сагпо{, Г.е1р21е 1820 (Кбрте Г., Жизнь Л.-Н.-М. 
Карно, составленная по лучшим печатным, а также нео- 
публикованным материалам. С приложением неизданных 
стихотворений Карно, Лейпциг 182). 


70 Мапааг ТНеорНв11е, МоНсе ШМосгаршаие зиг 1е 
оёпёга|! (Сагпоё её 1е аис 4’Онаще, Рги; 1818 |Мандар 


21 Карно. 
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Теофиль, Биографическая заметка о генерале Карно и 
герцоге Отрантском (Жозефе Фуше), Париж 1818]. 


71. Ма\в1о+ С., \Ме, ориопз её репзбез 4е Т.. Сатпо\, 
1916 (Матьо, Жизнь, воззрения и мысли Л. Карно, 1910). 


72. Р1сац4а А,, Сагпо ГРогоашзаеиг 4е 1а увопе, Ра- 
гз 1885 (Пико А., Карно, организатор победы, Париж 
1885). 

Другое издание в 1887 г. е прилож.нием статьи Этьенна 
Шаравэй. 


73. Кемоп4ае Спаг|[ез, МоНсе БМоотгараие-зиг 1е 
отап4 Сагпо ПОцоп 1880 (Ремонд Шарль, Биогра- 
фическая заметка о великом Карно, Дижон 1880). 


74. В10и5+ М М., Сагпоь Оапа, 1817 (Риуст М. Н., 
Карно, Гент 1817). 


75. Зег!еуз, Сагпоф за \е роНЧцие её рнуёе, Райз 
1816 (Серьей, Карно, его политическая и личная жизнь, 
Париж 1816). 

76. Т1ззо{ Р Е., Метойез Ш$ю1диез её шИЦашез зиг 
Сатпо{, 1691565 Фаргё; зез шапизсги$, за согтезропдапсе 
п64Це её зе вс, Рашз$ 1824 (Тиссо П. Ф., Историче- 
ские и военные мемуары о Карно, составленные по его 
ротисям, неизданной переписке и произведениям, Париж 

24). 


ДЕятельность ЛАЗАРЯ КАРНО' в КОМИТЕТЕ ОБЩЕСТВЕННОГО 
СПАСЕНИЯ 


77. Ац1ата А1рПопзе, Г[е$ гезропза $ 4е Сато, 
Статья в сборнике работ Альфонса Олара: Е4ез$ е{ ]есопз 
зиг 1а Квуош\Чоп Ргапса!зе; ргепйёге з6Це, Райз 1905, рр. 
189—211 (Олар А., Ответственность Карно). 


78. би Паите, Те регзоппе] ди Сотиё 4е зай рибс 
(КвуоМНоп Шапса!зз, 1900, +. 38) (Гийом, Состав Коми- 
тета общественного спасения). 


79. Ю1спага, Ге СошИиё 4е За РиБНс е{ 1ез; аБиса- 
Иоп$ 4е систга зоиз 1а +етеиг, Раз; 1921 (Ришар, Коми- 
тет общественного спасения и производство военного сна- 
ряжения во время террора, Париж 1921). 
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ЛАЗАРЬ КАРНО В НАПОЛЕОНОВСКУЮ ЭПОХУ 


80. Литвинов Е. Ф., Наполеон и Карно (Очерк в книге 
того же автора «Правители и мыслители», СПБ, изд Ф. Пав- 
ленкова, 1897, стр. 45—73). 

8/. М мимегщап$} Маро!оп её Сагпоф, 1888 (Вувер- 
ман, Наполеон и Карно, 1884). 


РЕВОЛЮЦИОННАЯ АРМИЯ И ЛАЗАРЬ КАРНО 


82. В оппа|, [е$ аптёез 4е 1а КерибНаие (Бонналь, 
Республиканские армии). 

83. Сап{а1 Р., Еиаае зиг Гагтбе гвуоаЧоппаие (Кан- 
таль П., Трактат о революционной армии). 


64. Сагоп Р., [е$ риеггез 4е 1а ВёвуошЦоп, Раг!5 1912 
(Карон П., Войны революции, Париж 1912). 

85. СВа$$1п, 1’атиёе её 1а твуомНоп (Шассэн, 
Армия и революция). 

85. Спиаце{ Аг{Виг, Гез риеггез 4е 1а Кбуо]иНоп, +. ХЬ 
Раз 886—1896 (Шюк-е Артур, Войны революции, 11т., 
Париж 1885-18956). 

87. Со! п, Га сатраспе 4е 1793, Рапз 1992 (Колэн, 
Кампания 1793 г., Париж 1992). 

88. Дживелегов А. К., Армия и Конвент. Карно, 
глава \[ (стр. 53—71) в книге А. Дживелегова «Армия 
Великой французской революции и ее вожди» («Книга». 
М.— Птг. 1523). 

89. Неппе{ Г. ёоп, а! шИЦаше 4е Егапсе роиг Раппёе 
1793, наз 1904 (Генне Леон, Военное положение Фран- 
ции в 1793 г., Париж 1904). 

90 Ма Нет А., [а усюте 4е ГРап П, Райз 1916 
(А. Матьез, Победа П г., Париж 1916). 

Имеется русский перевод под названнем: «Как побеждала 
французс‘ая революция» (М. 1928). 

$1. Энгельс Фр., Возиожности и предпосылки войны 
Священного союза пготив Франции в 1822 г. [К. Маркс 
и Ф. Энгельс (Сочинения), т. УШ, ГИЗ, М.—Л. 193., 
стр. 448—475]. 

В первой главе этой статьи (стр. 448—453) Энгелье анализ”! 
руег условия ‹ойны 1792—1794 гг, 
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ЛАЗАРЬ КАРНО КАК ВОЕННЫЙ ТЕОРЕТИК 


92. Величко, Исследование новейших средств осады и 
обороны современных крепостей, Спб 1890. 


93. ***, Карно, Статья в «Военной энциклопедии» (изд.. 
т-ва И. Д. Сытина), т. ХПИ, стр. 405—407. 


94. Гез шзШаНоп$ шИНайез 4е Па Егапсе. Гоцуо1$— Саг- 
по{ — башесСуг, Райз 1867 (Французские военные школы. 
Лувуа — Карно — Сен-Сир, Париж 1867). 


95. Кюи Ц., Исторический очерк долговременной форти- 
фикации, Спб 1897. 


96. Мартынов, Стратегия в эпоху Наполеона [ и 
в наше время, 1894. 


97. Михневич Н. П., История военного искусства 
с древнейших времен до начала 19-го столзтия (история 
такгики). 


98. Свечин А., Эволюция военного искусства, том [. 


ЛАЗАРЬ КАРНО КАК МАТЕМАТИК 


99. В1о .--В., ЕззаЁ зиг РЫзюне в6пёга!е 4ез зФепсез 
реп4ап! 1а КёуоиНоп, Райз 1803 (Био Ж.-Б., Опыт общей 
истории науки во время революции, Париж 1803). 


100. Воззиф Н!5юоце бёпвга!е 4ез ша@ЗтаНдиез а4е- 
ри1> 1еиг опоште азач’а Раппёе 1808, Раз 1810 (Н. Т её 2) 
(Боссю, Общая история математики от ее возникновения 
по 1808 г., Париж 1810). 


101. Визе Ейеадг1 с В-СонИеЪ, Уегр1есНипо 2\15степ 
Сагпог5 ип шешег Апзсй{ 4ег А1сеБга ип4 ипз: гег Беае:- 
ее уогоезсШасепеп АБПеШипе тег ОписпНоке +, Еге]- 
Биго 1804 (Буссе, Сравнение между взглядами на глгебру 
Карно и моими и совместно предложенные нами пути испря- 
вления ее неточностей, Фрейбург 1844). 

102. Саптог М., УопЦезипоеп йБег @ зсШсШе 4ег Мае- 
тацк, Уецег Вап@ (уоп 1759 5$ 1793), Гарие 1908, 
стр. 647—650 [Кантор М., Лекции по истории матема- 
тики, т. 4 (с 175) по 1199 г.), Лейпциг 1$08]. 


Странипы, посвященные Карно, принадлежат перу Виванти. 
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103. Ёсое Роу4есьщаие. 1Луге 4и Сещепайе 1794—1894, 
+. 1, Райз 1895 (Политехническая школа. Столетняя книга 
1194—1894, т. [, Париж 15895). 

104. К1е]п Е.. Сезсысе 4ег Маетанк т ЖХ Лаб!- 
Пипаег+, В. [ Вет 1926 (Клейн Ф., История математики 
в Х[Х в., т.1, глава П). 


105. М1е15еп М№!е]!з, Оботёеез Капса!$ з0и5 1а Кёуо- 
мНоп, Сорепнарие 1929, рр. 44—54 (Нильсен Нильс, 
Французские геометры времен революции, Копенгаген 1929, 
стр. 44—54). 

106. Таннери П.. Состояние наук в Европе в 1789— 
1814 гг. Статья в «Истории ХХ века» под ргд. Лависа и 
Рамбо (2-е русское издание, т. 1). 


107. Тимченко И., Исторические сведения о развитии 
понятий и мегодов, лежащих в основании теории аналити- 
ческих функций, т. [, Одесса 190.. 


108. Ю шкевич А. П., Идеи обэснования математиче- 
ского анализа в восемнадцатом веке (Вводная статья к 1-му 
изданию настоящей книги, ГТТИ, М.—Л. 1333, стр. 5—57). 


109. Юшкевич А. П., Философия математики Карно 
«Естествознание и марксизм» 1929 г., № []). 


110. Ргосёз 4и 5$-г М. М. К оиз1, зиг оп оцугабе зуап! 
роиг Че. «Сагиоё», Сапа 1817 (Процесс г. М. Н. Риуста 
в связи с его сочинением, озаглавленным Карно», Гент 1817). 
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